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1. 動機と背景

自然に位相空間とみなした有限グラフGの S3への埋め込み f : G → S3を, Gの空間埋

め込みまたは単に空間グラフといいます. また, 空間グラフ f に含まれている結び目 (絡

み目)を, f の結び目 (絡み目)成分といいます. いま, 2つの空間グラフ f と gは, S3の向

きを保存する同相写像Φが存在してΦ◦f = gが成り立つとき, アンビエント ·イソトピッ

クであるといい, 更に自己交差交換 (=同一辺上の交差交換)も許して移りあうとき, 辺ホ

モトピックであるといいます. これは, Milnorの絡み目ホモトピー [7]の一般化として,

谷山 [16]により導入された空間グラフの同値関係です. 実際, Gが S1の非交和に同相で

あれば, 辺ホモトピーは絡み目ホモトピーと一致します. 絡み目ホモトピーはとてもよく

研究されていて, 例えばMilnorの µ不変量 [7]は有名な絡み目ホモトピー不変量です. ま

た, 絡み目ホモトピー分類も, Milnor [7] (2, 3成分), Levine [6] (4成分), Habegger-Lin [4]

(一般の場合)で成されています. 一方, 空間グラフの辺ホモトピーに関する研究は, [15],

[12], [10], [11]に見られますが, まだまだこれからという感じです.

谷山 [15]では, 空間グラフの結び目成分の Casson不変量 (=Conway多項式の 2次

の係数)とグラフの 1次元ホモロジーを用いて, α不変量と呼ばれる空間グラフの辺ホ

モトピー不変量が構成されています. この不変量を用いると, 例えば 4頂点完全グラ

フ K4 の空間埋め込み f で, 辺ホモトピーで自明でないものが存在することがわかり

ます. K4 の空間埋め込みは絡み目を含まないので, これは一般に空間グラフの辺ホ

モトピー類は絡み目成分の絡み目ホモトピー類に依らないことを示しています. 即ち,

辺ホモトピーの下で空間グラフ独特の結ばり方があるわけです.

そこで, 図 1.1の空間グラフを考えてみます. これは自明な空間 θ曲線と自明な結び目

からなる 2成分の空間グラフで, 絡み目成分は全て絡み数の消えた 2成分の絡み目です.

絡み数は 2成分絡み目の絡み目ホモトピー完全不変量ですから [7], この空間グラフは, 絡

み目成分が全て絡み目ホモトピーで自明になっています. さて, この空間グラフは, 辺ホ

モトピーの下で分離しているでしょうか? それとも分離不可能でしょうか? このような

タイプの空間グラフについては, α不変量のような結び目成分を用いた不変量は全く使え
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図 1.1.

ないことに注意します. 実際, 結び目成分が全て自明ですから, そのような不変量が定義

されていたとしても, 自明な値しか取らないわけです. 改めて問題として定式化すると,

以下のようになります.

問題 1.1. 非連結なグラフGにおいて, 辺ホモトピーの下で分離不可能なGの空間埋め

込み f で, その絡み目成分が全て絡み目ホモトピーで自明なものは存在するか?

問題1.1は,辺ホモトピーの下で空間グラフ独特の絡み方があるか?と問うており,空間

グラフの辺ホモトピーにおいてとても基本的かつ重要な問題です. しかし意外にも, この

問題に対する解答は公には知られていなかったように思います. 今回の研究では, 問題 1.1

に肯定的に解答を与えたいという動機から, 2成分絡み目の Sato-Levine不変量 [13]を

用いて, 2成分空間グラフの辺ホモトピー不変量を定義しました. 実際にその不変量を応

用することで, 図 1.1の空間グラフが辺ホモトピーの下で分離不可能であることが示され

ます (例 3.2). また, そのような空間グラフの無限族を構成することもできます (例 2.3).

以下でその概要について紹介しますが, 簡単の為に多少一般性を落として解説します. ま

た, 証明等の細部には一切触れません. プレプリントが arXiv:math.GT/0509003からダウ

ンロードできますので, 詳細はそちらを参照して頂ければ幸いです.

2. 不変量

グラフ Gにおいて, S1 に同相な部分グラフを Gのサイクルといい, Gの部分グラフ

H に対し, Γ(H)で H のサイクル全体の集合を表します. また Gの辺 eに対し, Γe(H)

で H のサイクルで eを含むもの全体の集合を表します. いま, m ∈ N ∪ {0}に対し,

Zm = {0, 1, . . . , m − 1} (m 6= 0), Z0 = Z とおくとき, 写像 ω : Γ(H) → Zm を Γ(H)にお

けるZm上のウェイトと呼びます. 更にGの辺 eに対し, この ωが e上で弱くバランスが

取れている1 とは,
∑

γ∈Γe(H) ω(γ) ≡ 0 (mod m) が成り立つときをいいます.

さて,グラフGは連結なグラフG1, G2の非交和とし, ωi : Γ(Gi) → ZmはΓ(Gi)における

Zm上のウェイトとします (i = 1, 2). また, f はGの空間埋め込みで, 任意の γ1 ∈ Γ(G1),

1 ω が e 上でバランスが取れているとは, 各 γ ∈ Γe(H) に e から誘導される向きを与えるとき,
P

γ∈Γe(H) ω(γ)[γ] = 0 ∈

H1(H;Zm) が成り立つときをいいます [15]. ですので, 成り行き上, こう呼んでいます.
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γ2 ∈ Γ(G2)に対し,

lk(f(γ1), f(γ2)) = 0

が成り立っているものとします. そこでいま, βω1,ω2(f) ∈ Zmを

βω1,ω2(f) ≡
∑

γ1∈Γ(G1)
γ2∈Γ(G2)

ω1(γ1)ω2(γ2)a3(f(γ1 ∪ γ2)) (mod m)

で定義します. ここで akはConway多項式の k次の係数を表します.

注意 2.1. 絡み数の消えた 2成分有向絡み目 Lに対し, 以下のことが知られています.

(1) a3(L)は, Lの Sato-Levine不変量2 β(L)と一致します [3], [14].

(2) a3(L)は, 各成分の向きには依りません. これは Sato-Levine不変量の方で考えれば,

定義から直ちにわかります. 従って, いま考えている空間グラフ fの絡み目成分 f(γ1∪γ2)

において, a3(f(γ1 ∪ γ2))の値はうまく定義されています.

(3) a3(L)は, Lの絡み目ホモトピー不変量ではありません. 実際にWhitehead絡み目を

考えてみればわかります.

βω1,ω2(f)は, 以下のように, ウェイト ω1, ω2 がある条件を満たせば, 空間グラフ f の辺

ホモトピー不変量になります.

定理 2.2. ωiがGiの任意の辺上で弱くバランスが取れているならば (i = 1, 2), βω1,ω2(f)

は f の辺ホモトピー不変量である.

例 2.3. 2つの頂点を n辺 e1, e2, . . . , enで繋いでできるグラフ θnを考え, θnのサイクル

ei ∪ ej (i < j)を γijと書くことにします. いま, 2つの θ4の非交和をGとし, Γ(θ4)におけ

る Z上のウェイト ωを γ12, γ34 7→ 1, γ23, γ14 7→ −1, γ13, γ24 7→ 0 で定義すると, これは

θ4の任意の辺上で弱くバランスが取れています. そこで, 図 2.1に示したGの空間埋め込

み g1を考えると, g1の絡み目成分は全て 2成分の絡み目で, それらの絡み数は全て消えて

います (実際には非自明な絡み目成分は g1(γ14 ∪ γ′
14)のみ). 従って定理 2.2より, βω,ω(g1)

は g1の辺ホモトピー不変量であり, a3(g1(γ14 ∪ γ′
14)) = 2なので, βω,ω(g1) = 2となりま

す. Gの分離した空間埋め込み hについては βω,ω(h) = 0となるので, 従って g1は辺ホモ

トピーの下で分離不可能であることがわかります.

g1の絡み目成分は全て絡み目ホモトピーで自明ですから, この例は問題 1.1に対する肯

定的な解答です. また, 同じ要領で, このような空間グラフの無限族を構成することがで

きます. 図 2.2 に示したGの空間埋め込み gm (m ∈ Z)がそうで, 実際に βω,ω(g1) = 2m

となります.

例 2.3で考えたΓ(θ4)におけるZ上のウェイトωは,実は θ4の平面埋め込みのチェッカー

ボード彩色を利用して構成したものです (我々はチェッカーボードウェイトと呼んでいま
2 絡み数の消えた 2 成分有向絡み目 L = J1 ∪ J2 に対し, S3 − Jj 内で Ji に Seifert 曲面 Si を張ることができ (i 6= j), 更に

S1 ∩ S2 が単純閉曲線 c となるようにできます. このとき c を S1(もしくは S2)の正方向にちょっとだけ押し上げて得られる単純閉
曲線を c+ としたときの絡み数 lk(c+, c) を β(L) と書いて, L の Sato-Levine 不変量といいます [13].
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す). この方法で, 例 2.3のような整数値の辺ホモトピー不変量を組織的に構成すること

が可能です. しかし残念なことに, グラフGの連結成分のいずれか一方が S1に同相なら,

定理 2.2の不変量 βω1,ω2は自明なものしか得られません. 従って, もともとの動機だった

図 1.1の空間グラフについて応用することができません. ですので, もう一工夫加わった,

図 1.1の空間グラフにも応用できる形の不変量の構成を, 次節で説明します.

3. 2を法とした不変量

グラフGの部分グラフHにおいて, Γ(H)における Z2上のウェイト ωが全体的にバラ

ンスが取れているとは,
∑

γ∈Γ(H) ω(γ)[γ] = 0 ∈ H1(H ; Z2)が成り立っているときをいい,

これは, ωがH の任意の辺上で弱くバランスが取れていることと同値になります. する

と, Z2上ではこのような言い換えができることが 1つの鍵となって, 次が示されます.

定理 3.1. グラフGは連結なグラフG1, G2の非交和とし, ωi : Γ(Gi) → Z2は Γ(Gi)にお

けるZ2上のウェイトとする (i = 1, 2). また, fはGの空間埋め込みで, 任意の γ1 ∈ Γ(G1),

γ2 ∈ Γ(G2)に対し, lk(f(γ1), f(γ2))が消えているものとする. このとき, ω1かω2のどちら

かが全体的にバランスが取れているならば, βω1,ω2(f)は f の辺ホモトピー不変量である.

例 3.2. θ3とサイクル γとの非交和をGとします. Γ(θ3)におけるZ2上のウェイトω1を

γij 7→ 1 (1 ≤ i < j ≤ 3) で定義すると, これは全体的にバランスが取れています. また,

Γ(γ)における Z2上のウェイト ω2を γ 7→ 1 で定義します. そこで図 1.1に示したGの空

間埋め込み f を考えると, 前述の通り, f の絡み目成分は全て 2成分の絡み数の消えた絡

み目ですから (実際には 2つの自明な 2成分絡み目とWhitehead絡み目), 定理 3.1より,

βω1,ω2(f)は f の辺ホモトピー不変量となります. βω1,ω2(f) = 1であるので, f は辺ホモト

ピーの下で分離不可能であることがわかります. これで, もともと確かめたかったことを

示すことができました.

例 3.2で考えた不変量βω1,ω2においては, 2を法としているのは本質的です. 例えば図 3.1

の空間埋め込みg, hを考えると, hは自明な空間埋め込みであり, gはhに辺ホモトピックな

ので,辺ホモトピーの下で自明な空間埋め込みです. このとき,
∑

1≤i<j≤3 a3(g(γij), g(γ)) =

−2 になりますが, 2を法としているので, 確かに βω1,ω2(g) = 0 となります.

g h

図 3.1.
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例 3.2で考えた Γ(θ3)における Z2上のウェイト ω1は, 実は θ3の平面への胞体的埋め込

みを利用して構成したものです. この方法で, 例 3.2のような 2を法とする辺ホモトピー

不変量を組織的に構成することが可能です.

前節で述べた定理 2.2の不変量, 及び本節の 3.1の不変量は, 図 3.2に示したような空間

グラフでは自明な値しか取らないので, 例えばこの 2つの空間グラフが辺ホモトピーの

下で分離不可能かどうかを判定することができません. そこで, これらのような空間グラ

フに適用できるように, やはりちょっと工夫を加えたいと思います. それを次節で説明し

ます.

(1) (2)

図 3.2.

4. 平面的曲面の境界の応用

グラフHと平面的曲面 F との非交和をXとし, ωをΓ(H)におけるZ2上のウェイトと

します. また, ϕはXの S
3への埋め込みで, 任意の γ ∈ Γ(H), γ′ ∈ Γ(∂F )に対し,

lk(ϕ(γ), ϕ(γ′)) = 0

が成り立っているものとします. そこでいま, βω(ϕ) ∈ Z2を

βω(ϕ) ≡
∑

γ∈Γ(H)

γ′∈Γ(∂F )

ω(γ)a3(ϕ(γ), ϕ(γ′)) (mod 2).

で定義します.

さて, 連結なグラフG1と連結な平面的グラフG2との非交和をGとし, pはG2の S
2へ

の埋め込みとします. また, f はGの空間埋め込みで, 任意の γ1 ∈ Γ(G1), γ2 ∈ Γ(G2)に

対し,

lk(f(γ1), f(γ2)) = 0(4.1)

が成り立っているものとします. いま, p(G2)の S2における正則近傍として得られる平面

的曲面を F (G2; p)と書くとき, 空間埋め込み f は, 非交和G1 ∪ F (G2; p) の S3 への埋め

込み f̃pで, f̃p(G1) = f(G1)かつ f̃p(F (G2; p))が f(G2) をスパインとして持つものを自然
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に誘導します. そのような f̃pは S3のアンビエント ·イソトピーで一意ではなく, また, 条

件 (4.1)より, 任意の γ ∈ Γ(G1), γ′ ∈ Γ(∂F (G2; p))に対し,

lk(f̃p(γ), f̃p(γ
′)) = 0

が成り立っていることに注意します. そこで, ωは Γ(G1)における Z2 上のウェイトとす

るとき, 以下のことが示されます.

定理 4.1. Gの空間埋め込み f が辺ホモトピーの下で分離しているならば, f により誘導

されたG1 ∪ F (G2; p)の任意の埋め込み f̃p において, βω(f̃p) = 0である.

例 4.2. サイクル γと手錠グラフ (もしくはブーケ) G2の非交和をGとし, Γ(γ)における

Z2 上のウェイト ωを ω(γ) = 1で定義します. また, 埋め込み p : G2 → S2及び平面的曲

面 F (G2; p)を図 4.1 (1)(もしくは (2))のように取ります.

(1) (2)

図 4.1.

さて, f は図 3.2 (1)(もしくは (2))に示したGの空間埋め込みとし, f が誘導する埋め

込み f̃p : γ ∪ F (G2; p) → S3を図 4.2 (1) (もしくは (2))のように取ります. いま, 任意の

γ2 ∈ Γ(G2)に対し lk(f(γ), f(γ2)) = 0であることに注意します. このとき βω(f̃p) = 1と

なるので, 定理 4.1により, f は辺ホモトピーの下で分離不可能であることがわかります.

(1) (2)

図 4.2.
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5. 補足

(1) 2つの空間グラフ f, gは, 隣接辺上の交差交換とアンビエント ·イソトピーで移りあ

うとき, 頂点ホモトピックであるといい [16], これも絡み目ホモトピーの一般化で, 辺ホ

モトピーよりも緩い空間グラフの同値関係です. [15], [8], [12]に関連する研究が見られま

す. 今回の研究では, この頂点ホモトピーに関しても, 同様の構成で不変量 βω1,ω2を定義

し, それを用いて, 頂点ホモトピーの下で分離不可能な非連結空間グラフで, その絡み目

成分が全て絡み目ホモトピーで自明なものが存在することを示しています.

(2) 今回の研究では, 異成分にまたがる 2成分の絡み目成分の絡み数が全て消えた空間グ

ラフを考えました. 我々の当初の目的においてはそれで十分だったわけですが, 辺ホモト

ピー分類問題の観点からは, 一般の空間グラフについても, 辺ホモトピー不変量を構成で

きないかと考えるのは自然なことです. これについては, 2成分有向絡み目 L = J1 ∪ J2

の一般化された Sato-Levine不変量 [5], [1], [2], [9]

β̃(L) = a3(L) − lk(L) {a2(J1) + a2(J2)}

の応用によって, 空間グラフの辺ホモトピー不変量を構成することが可能です (現在進行

中の研究). 但し今度は β̃(L)は一般に各成分の向きに依りますので, これを空間グラフに

応用する場合には, もう少し細かい設定が必要です.
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