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概 要
完全 4部グラフK3,3,1,1の空間埋め込みに対するConway-Gordon型

定理を示す. また, その直線型空間埋め込みへの応用も与える.

1. 準備
本稿で用いる幾つかの用語と記号を準備する. 以下, グラフは全て有限グラフで自
然に位相空間とみなす. グラフGの円周に同相な部分グラフγをサイクルといい,

特にちょうどk本の辺から成るサイクルをkサイクルという. Gの全ての頂点を含
むサイクルはHamiltonサイクルとも呼ばれる. Gのサイクル全体の集合をΓ(G)

で表し, 特にkサイクル全体の集合をΓk(G)で表す. また, Gの互いに交わらない
2つのサイクルの組全体の集合をΓ(2)(G)で表し, 特に互いに交わらないkサイク
ルと lサイクルの組全体からなる集合をΓ

(2)
k,l (G)で表す. グラフHがグラフGのマ

イナーであるとは, HがGから辺の除去及び縮約を繰り返して得られるときをい
い, 特にH ̸= Gのときプロパーマイナーという. グラフGの3次元Euclid空間へ
の埋め込み f : G → R3をGの空間埋め込みといい, f(G)を単に空間グラフとい
う. このとき, γ ∈ Γ(G)に対しf(γ)はf(G)内の結び目で, また, γ ∈ Γ(2)(G)に対
し f(γ)は f(G)内の 2成分絡み目である. Gの空間埋め込み全体の集合を SE(G)

で表す. Gの空間埋め込みfが直線型であるとは, Gの各辺eに対し, f(e)がR3の
直線分であるときをいう. Gの直線型空間埋め込み全体の集合をRSE(G)で表す.

2. Conway-Gordonの定理とその精密化
Knをn頂点完全グラフ, 即ちn個の頂点のどの 2つの組もちょうど 1本の辺で結
んでできるグラフとする. このとき, 次の定理はConway-Gordonの定理と呼ば
れ, 空間グラフ理論において特に有名な定理の1つである.

定理 2.1 (Conway-Gordon [2]) SE(K7)の任意の元fに対し,∑
γ∈Γ7(K7)

a2(f(γ)) ≡ 1 (mod 2).

ここでa2(J)は結び目JのConway多項式∇J(z)の 2次の係数, 即ち z2の係数を
表す.
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従って, K7の任意の空間埋め込みの像は, Conway多項式の2次の係数が奇数の
結び目を, あるHamiltonサイクルの像として必ず含む. 一般に, SE(G)の任意の
元fに対し f(G)が非自明結び目を含むとき, Gは結び目内在であるという. 定理
2.1により, K7は結び目内在である. 一方, K7の任意のプロパーマイナーは結び
目内在ではない [10]. そのようなグラフは (結び目内在性に関し)マイナーミニマ
ルであるという. 即ち, K7はマイナーミニマルな結び目内在グラフである.

定理 2.1は, 以下のようにZ2上の関係式からZ上の関係式に精密化されること
が知られている.

定理 2.2 (新國 [11]) SE(K7)の任意の元fに対し,

7
∑

γ∈Γ7(K7)

a2(f(γ))− 6
∑

γ∈Γ6(K7)

a2(f(γ))− 2
∑

γ∈Γ5(K7)

a2(f(γ))

= 2
∑

γ∈Γ(2)
3,4(K7)

lk(f(γ))2 − 21.

ここで lk(L)は2成分絡み目Lの絡み数を表す.

定理 2.2の両辺を 2を法として考えることで, 定理 2.1が直ちに得られることに
注意する. 即ち, 定理2.2はConway-Gordonの定理の整数への持ち上げである.

次に, 図2.1に表されたグラフK3,3,1,1を考える. Foisyは以下を示した.

定理 2.3 (Foisy [4]) K3,3,1,1はマイナーミニマルな結び目内在グラフである.

K3,3,1,1

図 2.1: K3,3,1,1

しかしこの場合, K7の場合とは様相が異なる. 即ち, SE(K3,3,1,1)の元fに対し,∑
γ∈Γ8(K3,3,1,1)

a2(f(γ)) ≡ 1 (mod 2)

が成り立つとは限らないことが, 小原-鈴木 [9]により指摘されている (例3.3参照).

従って, Conway-Gordonの定理のもともとの証明のアイディアは, K3,3,1,1におい



てはうまく機能しない. 実際, Foisyは全く別の手法でK3,3,1,1の結び目内在性を示
したのだが, その議論において, K3,3,1,1の空間埋め込みの像が含む非自明結び目
の“場所”を特定することができない. Foisyは, 結果的に次を示している.

定理 2.4 (Foisy [4]) SE(K3,3,1,1)の任意の元fに対し, あるγ ∈ ∪8
k=4Γk(K3,3,1,1)が

存在して, a2(f(γ))は奇数である.

そこで, Foisy-Ludwigは次の問題を挙げた.

問 2.5 (Foisy-Ludwig [6, Question 5.8])

( 1 ) K3,3,1,1の任意の空間埋め込みの像は, 非自明結び目を, あるHamiltonサイク
ルの像として必ず含むか?

( 2 ) K3,3,1,1の直線型空間埋め込みではどうか?

我々の目的は, K3,3,1,1の空間埋め込みに対し, 整数版Conway-Gordon型定理を
与えることでFoisyによる定理2.4を精密化し, 更に問2.5 (2)に対し肯定的解答を
与えることである.

3. 主定理
今回, 主結果として, 次を得た.

定理 3.1 ( 1 ) SE(K3,3,1,1)の任意の元fに対し,

4
∑

γ∈Γ8(K3,3,1,1)

a2(f(γ))− 4
∑

γ∈Γ7(K3,3,1,1)
γ ̸⊃{x,y}

a2(f(γ))

−4
∑

γ∈Γ6(K3,3,1,1)
γ∩{x,y}≠∅

a2(f(γ))− 4
∑

γ∈Γ5(K3,3,1,1)
γ ̸⊃{x,y}

a2(f(γ))

=
∑

γ∈Γ(2)
3,5(K3,3,1,1)

lk(f(γ))2 + 2
∑

γ∈Γ(2)
4,4(K3,3,1,1)

lk(f(γ))2 − 18.

( 2 ) SE(K3,3,1,1)の任意の元fに対し,∑
γ∈Γ(2)

3,5(K3,3,1,1)

lk(f(γ))2 + 2
∑

γ∈Γ(2)
4,4(K3,3,1,1)

lk(f(γ))2 ≥ 22.

定理3.1の (1), (2)を組み合わせることで, 直ちに次が得られる.

系 3.2 SE(K3,3,1,1)の任意の元fに対し,∑
γ∈Γ8(K3,3,1,1)

a2(f(γ))−
∑

γ∈Γ7(K3,3,1,1)
γ ̸⊃{x,y}

a2(f(γ))

−
∑

γ∈Γ6(K3,3,1,1)
γ∩{x,y}≠∅

a2(f(γ))−
∑

γ∈Γ5(K3,3,1,1)
γ ̸⊃{x,y}

a2(f(γ)) ≥ 1.



系 3.2は, 非自明結び目の場所を絞り込むという観点から, 定理 2.4の精密化に
なっている.

例 3.3 f, gを図3.1のK3,3,1,1の空間埋め込みとする. 実は, f(K3,3,1,1)が含む非自
明結び目は, ある 8サイクルの像として実現されるただ 1つの三葉結び目であり,

一方, g(K3,3,1,1)が含む非自明結び目は, ある 2つの 8サイクルの像として実現さ
れるちょうど 2つの三葉結び目である (小原-鈴木 [9]). このことから, 系 3.2の左
辺は fに対し 1となるので, 系 3.2は最良の結果であり, 一方, gに対しては 2とな
るので, 系3.2の左辺はZ2上では必ずしも1と合同となるわけではない.

f g

図 3.1: f, g : K3,3,1,1 → R3

4. △Y 変換とK3,3,1,1族
グラフG△において, G△の 3サイクル△ = uv ∪ vw ∪ wuに対し, uv, vw,wuを
取り除き, 新しい頂点 x及び 3辺 ux, vx, wxを加えてできるグラフをGY とおく
(Y = ux∪ vx∪wxとする). このとき, G△からGY を得る操作を△Y 変換といい,

逆にGY からG△を得る操作をY△変換という (図4.1).

u u

v v ww

x
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Y

図 4.1: △Y 変換, Y△変換

このとき, 次が知られている.

命題 4.1 (Motwani-Raghunathan-Saran [10]) G△が結び目内在ならば, GY も結
び目内在である.



グラフHに対し, Hから△Y 変換及びY△変換の有限列で得られるグラフの同
型類の集合をH族と呼び, F(H)で表す. 特にHから△Y 変換のみの有限列で得
られるグラフの同型類の集合をF△(H)で表す. 定理2.1, 定理2.3により, F△(K7),

F△(K3,3,1,1)に属する任意のグラフは結び目内在であり, 更にマイナーミニマルで
あることも知られている (小原-鈴木 [9]). そこでF△(K7)に属する任意のグラフ
については, 以下の通り, 既に整数版Conway-Gordon型定理が与えられている.

定理 4.2 (新國-谷山 [12]) F△(K7)に属するグラフGにおいて,ある写像ω : Γ(G)∪
Γ(2)(G) → Zが存在して, SE(G)の任意の元 fに対し,∑

γ∈Γ(G)

ω(γ)a2(f(γ)) = 2
∑

γ∈Γ(2)(G)

ω(γ)lk(f(γ))2 − 21.

系 4.3 F△(K7)に属するグラフGにおいて, Γ(G)のある部分集合Γが存在して,

SE(G)の任意の元fに対し,∑
γ∈Γ

a2(f(γ)) ≡ 1 (mod 2).

注意 4.4 F(K7) \ F△(K7)に属する任意のグラフは結び目内在ではないことが知
られている (Flapan-Naimi [3], 花木-新國-谷山-山崎 [8]).

今回, F△(K3,3,1,1)に属する任意のグラフに対し, 次が成り立つことを示した.

定理 4.5 F△(K3,3,1,1)に属するグラフGにおいて, ある写像ω : Γ(G) → Zが存在
して, SE(G)の任意の元fに対し∑

γ∈Γ(G)

ω(γ)a2(f(γ)) ≥ 1.

注意 4.6 マイナーミニマルな結び目内在グラフは, F△(K7), F△(K3,3,1,1)に属す
るもの以外にも多く知られている. Foisy [5]ではF△(K7)∪F△(K3,3,1,1)に属さない
マイナーミニマルな結び目内在グラフの存在が示され, また, Goldberg-Mattman-

Naimi [7]では, F(K3,3,1,1) \ F△(K3,3,1,1)に属する任意のグラフはマイナーミニマ
ルな結び目内在グラフであると報告されている. これらのグラフについてある種
のConway-Gordon型定理が成り立つかどうかは, まだ調べられていない.

5. 直線型空間グラフへの応用
我々の主結果の直線型空間グラフへの応用について述べる. 直線型空間グラフは,

分子トポロジーにおいて, 分子化合物の数学的モデルとして自然に現れる概念で
ある. 図 5.1はK3,3,1,1の直線型空間埋め込みの例である (図 3.1の g). 一般に完全
グラフは, 空間曲線 (t, t2, t3)の上に全ての頂点を置き, どの2頂点の間も直線分で
結ぶことで, 直線型空間埋め込みを持つ. 従って任意の単純グラフは直線型空間
埋め込みを持つ.

今回, 定理3.1, 及び結び目の棒数の理論の応用により, 以下を示した.
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図 5.1: K3,3,1,1の直線型空間埋め込み

定理 5.1 RSE(K3,3,1,1)の任意の元fに対し,∑
γ∈Γ8(K3,3,1,1)

a2(f(γ)) ≥ 1.

系 5.2 RSE(K3,3,1,1)の任意の元fに対し,あるHamiltonサイクルγ ∈ Γ8(K3,3,1,1)

が存在して, a2(f(γ)) > 0.

即ち, 問 2.5 (2)は肯定的に解かれた. ちなみに, K7の任意の直線型空間埋め込
みの像は, 三葉結び目を, あるHamiltonサイクルの像として必ず含むことが知ら
れているが (Brown [1], Ramı́rez Alfonśın [13], 新國 [11]), K3,3,1,1の場合に, 系5.2

の非自明結び目の型を三葉結び目に特定できるかどうかは未解決である.

今回の研究において, 最後に問 2.5 (1)が未解決のまま残ってしまった. いつか
完全に決着したい.
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