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問題. 6点集合X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}に対し, その部分集合族Oを

O =

{
∅, X, {2} , {5} , {2, 5} , {1, 3, 5} , {4, 5, 6} ,
{1, 2, 3, 5} , {2, 4, 5, 6} , {1, 3, 4, 5, 6}

}
で定義する. また, X の部分集合 Aを A = {4, 5}とする. 一方, 4点集合 X ′ =

{a, b, c, d}に対し, その部分集合族O′を

O′ = {∅, X ′, {b, c} , {a, b, c} , {b, c, d}}

で定義する. このとき, 以下の設問に答えよ.

( 1 ) OはXの位相であり, また, O′はX ′の位相であることをそれぞれ示せ.

( 2 )位相空間 (X,O)の閉集合系 U , 及び位相空間 (X ′,O′)の閉集合系 U ′をそれぞ
れ求めよ.

( 3 )位相空間 (X,O)において, Aの内部Ai, 触集合 Ā, 境界 ∂A, 外部Aeをそれぞ
れ求めよ.

( 4 )位相空間 (X,O)において, Aの集積点及び孤立点を全て求めよ.

( 5 )位相空間 (X,O)において, Xの空でない真部分集合Bでその境界 ∂Bが空集
合であるものを全て求めよ.

( 6 )位相空間 (X,O)において, 3の近傍系VX(3)を求めよ.

( 7 )位相Oの基底でなるべく少ない個数の開集合からなるものを 1つ与えよ. ま
た, 位相O′の基底でなるべく少ない個数の開集合からなるものを 1つ与えよ.

( 8 )位相空間 (X,O)から位相空間 (X ′,O′)への連続写像で, 定値写像以外のもの
を 1つ与えよ.

( 9 )位相空間 (X ′,O′)から位相空間 (X,O)への連続写像で, 定値写像以外のもの
を 1つ与えよ.

以上
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解答.

(1) まず, OがXの位相であることを示す. 以下, Oの ∅, X以外の元をそれぞれ

O1 = {2} , O2 = {5} , O3 = {2, 5} , O4 = {1, 3, 5} , O5 = {4, 5, 6} ,
O6 = {1, 2, 3, 5} , O7 = {2, 4, 5, 6} , O8 = {1, 3, 4, 5, 6}

とおく. このとき, 定義 2.1.1の 3条件を確かめよう.

(i) ∅, X ∈ OはOの定義から明らか.

(ii) Oの任意の 2つの元の共通部分がまたOに属することを確かめる. 実際, 次の
表の通りである.

∩ ∅ X O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
X ∅ X O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8

O1 ∅ O1 O1 ∅ O1 ∅ ∅ O1 O1 ∅
O2 ∅ O2 ∅ O2 O2 O2 O2 O2 O2 O2

O3 ∅ O3 O1 O2 O3 O2 O2 O3 O3 O2

O4 ∅ O4 ∅ O2 O2 O4 O2 O4 O2 O4

O5 ∅ O5 ∅ O2 O2 O2 O5 O2 O5 O5

O6 ∅ O6 O1 O2 O3 O4 O2 O6 O3 O4

O7 ∅ O7 O1 O2 O3 O2 O5 O3 O7 O5

O8 ∅ O8 ∅ O2 O2 O4 O5 O4 O5 O8

(iii) Oの任意の 2つの元の和集合がまたOに属することを確かめる (台集合Xが
有限集合なので, それで十分である). 実際, 次の表の通りである.

∪ ∅ X O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8

∅ ∅ X O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8

X X X X X X X X X X X

O1 O1 X O1 O3 O3 O6 O7 O6 O7 X

O2 O2 X O3 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8

O3 O3 X O3 O3 O3 O6 O7 O6 O7 X

O4 O4 X O6 O4 O6 O4 O8 O6 X O8

O5 O5 X O7 O5 O7 O8 O5 X O7 O8

O6 O6 X O6 O6 O6 O6 X O6 X X

O7 O7 X O7 O7 O7 X O7 X O7 X

O8 O8 X X O8 X O8 O8 X X O8

(i), (ii), (iii)により, OはXの位相である.
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注意. 上の各表の見方は以下の通りである.

∩ B
...

A · · · A ∩B

∪ B
...

A · · · A ∪B

次にO′がX ′の位相であることを示す. 以下, O′の ∅, X ′以外の元をそれぞれ

O′
1 = {b, c} , O′

2 = {a, b, c} , O′
3 = {b, c, d}

とおく. このとき, やはり定義 2.1.1の 3条件が確かめられる. ∅, X ′ ∈ O′は定義か
ら明らかで, また, O′の任意の 2つの元の共通部分及び和集合がO′に属すること
は, 以下のように確認でき, よってO′はX ′の位相である. �

∩ ∅ X ′ O′
1 O′

2 O′
3

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
X ′ ∅ X ′ O′

1 O′
2 O′

3

O′
1 ∅ O′

1 O′
1 O′

1 O′
1

O′
2 ∅ O′

2 O′
1 O′

2 O′
1

O′
3 ∅ O′

3 O′
1 O′

1 O′
3

∪ ∅ X ′ O′
1 O′

2 O′
3

∅ ∅ X ′ O′
1 O′

2 O′
3

X ′ X ′ X ′ X ′ X ′ X ′

O′
1 O′

1 X ′ O′
1 O′

2 O′
3

O′
2 O′

2 X ′ O′
2 O′

2 X ′

O′
3 O′

3 X ′ O′
3 X ′ O′

3

(2) 位相空間 (X,O)の閉集合系 U は

U =

{
X, ∅, {1, 3, 4, 5, 6} , {1, 2, 3, 4, 6} , {1, 3, 4, 6} ,
{2, 4, 6} , {1, 2, 3} , {4, 6} , {1, 3} , {2}

}
であり, 一方, 位相空間 (X ′,O′)の閉集合系 U ′は

U ′ = {X ′, ∅, {a, d} , {d} , {a}}

である. �

(3) A = {4, 5}の内部Ai, 触集合 Ā, 境界 ∂A, 外部Aeは, それぞれ

Ai =
∪
O∈O

O⊂{4,5}

O = ∅ ∪ {5} = {5} ,

Ā =
∩
U∈U

{4,5}⊂U

U = X ∩ {1, 3, 4, 5, 6} = {1, 3, 4, 5, 6} ,

∂A = Ā− Ai = {1, 3, 4, 6} ,
Ae = (Ac)i = {1, 2, 3, 6}i =

∪
O∈O

O⊂{1,2,3,6}

O = ∅ ∪ {2} = {2}

となる. �
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(4) 各 k = 1, 2, . . . , 6について, A − {k}の触集合A− {k}に kが属するかどうか
を調べると,

A− {1} = {4, 5} = {1, 3, 4, 5, 6} ∋ 1,

A− {2} = {4, 5} = {1, 3, 4, 5, 6} ̸∋ 2,

A− {3} = {4, 5} = {1, 3, 4, 5, 6} ∋ 3,

A− {4} = {5} =
∩
U∈U
{5}⊂U

U = X ∩ {1, 3, 4, 5, 6} = {1, 3, 4, 5, 6} ∋ 4

A− {5} = {4} =
∩
U∈U
{4}⊂U

U

= X ∩ {1, 3, 4, 5, 6} ∩ {1, 2, 3, 4, 6} ∩ {1, 3, 4, 6} ∩ {2, 4, 6} ∩ {4, 6}
= {4, 6} ̸∋ 5,

A− {6} = {4, 5} = {1, 3, 4, 5, 6} ∋ 6

となる. 従ってAの集積点は 1, 3, 4, 6で, 一方, 孤立点は 5である. �

(5) BはXの部分集合で ∂B = ∅なるものとすると,

B̄ −Bi = ∂B = ∅,

及び B̄ ⊃ Bi から, B̄ = Biである. これより B̄ = Bi ⊂ B ⊂ B̄ となるので, 従って

Bi = B = B̄

となる. 即ち, Bは開集合でも閉集合でもあるようなXの部分集合である. そのよ
うな集合で空でないXの真部分集合は, {2}, {1, 3, 4, 5, 6}の 2つである. �

(6) 近傍の定義から,

V ∈ VX(3)
定義⇐⇒ 3 ∈ V i ⇐⇒ ∃O ∈ O s.t. 3 ∈ O かつ O ⊂ V

である. 即ち, (X,O)における 3の近傍は, 3が属する開集合を含むXの部分集合
である. 3が属する (X,O)の開集合は

{1, 3, 5} , {1, 2, 3, 5} , {1, 3, 4, 5, 6} , X

であるから, これらのいずれかを含むXの部分集合を全て挙げれば良い. 実際,

VX(3) =

{
{1, 3, 5} , {1, 2, 3, 5} , {1, 3, 4, 5} , {1, 3, 5, 6} ,
{1, 2, 3, 4, 5} , {1, 2, 3, 5, 6} , {1, 3, 4, 5, 6} , X

}
である. �

4



(7) まず, Oの部分集合として, 例えば

B = {∅, {2} , {5} , {1, 3, 5} , {4, 5, 6}}

を考えると, Bに属さないOの元は, それぞれ

X = {2} ∪ {1, 3, 5} ∪ {4, 5, 6} ,
{2, 5} = {2} ∪ {5} ,

{1, 2, 3, 5} = {2} ∪ {1, 3, 5} ,
{2, 4, 5, 6} = {2} ∪ {4, 5, 6} ,

{1, 3, 4, 5, 6} = {1, 3, 5} ∪ {4, 5, 6}

と, Bの元の和集合で表される. 従ってBは位相Oの基底である. 次に, O′の部分
集合として, 例えば

B′ = {∅, {b, c} , {a, b, c} , {b, c, d}}

を考えると, B′に属さないO′の元はX ′のみで,

X ′ = {a, b, c} ∪ {b, c, d}

と, B′の元の和集合で表される. 従って B′は位相O′の基底である. �

(8) 写像 f : X → X ′を, 例えば

f(1) = f(3) = a, f(2) = b, f(4) = f(6) = d, f(5) = c

で定義する. このとき

f−1(∅) = ∅ ∈ O,

f−1(X ′) = X ∈ O,

f−1({b, c}) = {2, 5} ∈ O,

f−1({a, b, c}) = {1, 2, 3, 5} ∈ O,

f−1({b, c, d}) = {2, 4, 5, 6} ∈ O

であるから, f は位相空間 (X,O)から位相空間 (X ′,O′)への連続写像である. �

(9) 写像 g : X ′ → Xを, 例えば

g(a) = 3, g(b) = g(c) = 5, g(d) = 6
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で定義する. このとき

g−1(∅) = ∅ ∈ O′,

g−1(X) = X ′ ∈ O′,

g−1({2}) = ∅ ∈ O′,

g−1({5}) = {b, c} ∈ O′,

g−1({2, 5}) = {b, c} ∈ O′,

g−1({1, 3, 5}) = {a, b, c} ∈ O′,

g−1({4, 5, 6}) = {b, c, d} ∈ O′,

g−1({1, 2, 3, 5}) = {a, b, c} ∈ O′,

g−1({2, 4, 5, 6}) = {b, c, d} ∈ O′,

g−1({1, 3, 4, 5, 6}) = X ′ ∈ O′

であるから, gは位相空間 (X ′,O′)から位相空間 (X,O)への連続写像である. �

6


