
試験問題 解答

幾何学AI/幾何学 I (担当: 新國)

2013年 7月 31日 (水) 10:55–12:25 実施� �
書籍 ·自筆ノート類の持ち込みを許可する. 計時機能のみの時計を除くあらゆ
る電子機器類の持ち込みは認めない. 黒色以外の色の鉛筆もしくはペンは自由
に使って構わない.� �
問題. 次の 8問の中から4問選択して解答せよ. 解答する際には, 解答用紙に
どの 4問を選択したのか明記すること. 講義中に扱った諸定理 (命題, 補題, 系を含
む)は用いて良い.

1 集合X = {1, 2, 3, 4, 5}に対し, その位相Oを

O = {∅, X, {1} , {3} , {1, 3} , {1, 4} , {1, 3, 4} , {2, 3, 5} , {1, 2, 3, 5}}

で定める. いま, 位相空間 (X,O), 及びXの部分集合A = {1, 2, 4}に対し, A

の内部Ai, 触集合 Ā, 境界 ∂A, 外部Aeをそれぞれ求めよ.

2 (X,O), (X ′,O′)をそれぞれ位相空間とし, f : X → X ′を写像とする. いま,

X ′の任意の閉集合 U に対し, その f による逆像 f−1(U)がXの閉集合となる
なら, f はO, O′に関して連続であることを示せ.

3 (R,O)を, 標準的な位相による 1次元 Euclid空間とする. いま, Rの半開区間
A = (−1, 1]に対し, AにおけるOの相対位相OAを考える. このとき以下の
設問に応えよ.

(1) 半開区間 (0, 1]は, 部分空間 (A,OA)において開集合であることを示せ.

(2) 半開区間 (−1, 0]は, 部分空間 (A,OA)において閉集合であることを示せ.

4 R2の部分集合として, Rの開区間 (0, 1)の直積A = (0, 1)× (0, 1)を考える. い
ま, a = (a1, a2) ∈ Aに対し

ε = min {a1, a2, 1− a1, 1− a2}

とおくとき, 以下の設問に答えよ.

(1) ε = a1となる点 a = (a1, a2) ∈ Aが存在する領域をR2内に図示せよ.

(2) ε = a1となる点 a = (a1, a2) ∈ Aに対し, aを中心, εを半径とするR2の開
球体B(a; ε)はAに含まれることを示せ.
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5 位相空間 (X,O), 及び x ∈ Xに対し, V は xの近傍で, またW は xを含むX

の部分集合とする. このとき, V ∩ W が xの近傍であるための必要十分条件
は, xがW の内点であることを示せ.

6 位相空間 (Xi,Oi) (i = 1, 2), (X ′
i,O′

i) (i = 1, 2)に対し, fi : Xi → X ′
iをOi, O′

i

に関して連続な写像とする (i = 1, 2). いま, 写像 f : X1 ×X2 → X ′
1 ×X ′

2を,

(x1, x2) ∈ X1 ×X2に対し

f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2))

で定義する. このとき, f はそれぞれの直積位相に関して連続であることを
示せ.

7 集合X, X ′に対し, f : X → X ′を写像とする. また, OをX の位相とする.

このとき, X ′の部分集合族O′を

O′ =
{
O′ ⊂ X ′ | f−1 (O′) ∈ O

}
で定めると, O′はX ′の位相になることを示せ.

8 R2の部分集合

M =
{
(x1, x2) ∈ R2 | |x1|+ |x2| = 1

}
,

及び単位円周

S1 =
{
(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 = 1

}
において, Qは S1上の点とし, Pは原点Oを端点とする半直線OQとM との
交点とする. いま, 点Qの座標を (x1, x2)とおくとき, 点 Pの座標を x1, x2で
表せ.

以上
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解答.

1 位相空間 (X,O)の閉集合系 U は

U = {X, ∅, {2, 3, 4, 5} , {1, 2, 4, 5} , {2, 4, 5} , {2, 3, 5} , {2, 5} , {1, 4} , {4}}

である. そこでA = {1, 2, 4}の内部Ai, 触集合 Ā, 境界 ∂A, 外部Aeは, それぞれ

Ai =
∪
O∈O

O⊂{1,2,4}

O = ∅ ∪ {1} ∪ {1, 4} = {1, 4} ,

Ā =
∩
U∈U

{1,2,4}⊂U

U = X ∩ {1, 2, 4, 5} = {1, 2, 4, 5} ,

∂A = Ā− Ai = {2, 5} ,
Ae = (Ac)i = {3, 5}i =

∪
O∈O

O⊂{3,5}

O = ∅ ∪ {3} = {3}

となる. �

2 X ′の任意の開集合O′ ∈ O′に対し, その fによる逆像 f−1 (O′)がXの開集合で
あることを示せば良い. いま, O′のX ′における補集合O′cはX ′の閉集合なので,

仮定から f−1 (O′c)はXの閉集合である. そこで

f−1
(
O′c) = f−1 (X ′ −O′) = X − f−1 (O′) =

(
f−1 (O′)

)c
であるから, f−1 (O′)のX における補集合 (f−1 (O′))

cはX の閉集合である. 従っ
て f−1 (O′)はXの開集合である. �

3 (1) まず, Rの開区間 (0,∞)は (R,O)の開集合である. 実際, 任意の x ∈ (0,∞)

に対し ε = xとおくと,

B(x; ε) = (0, 2x) ⊂ (0,∞)

となる. そこでこのとき

(0, 1] = (0,∞) ∩ (−1, 1] = (0,∞) ∩ A

であるから, 相対位相の定義より (0, 1]は (A,OA)の開集合である.

(2) (−1, 0]は A = (−1, 1]における (0, 1]の補集合であり, 設問 (1)より (0, 1]は
(A,OA)の開集合であるので, (−1, 0]は (A,OA)の閉集合である. �
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4 (1) 連立不等式

a1 ≤ a2, a1 ≤ 1− a1, a1 ≤ 1− a2

から

a1 ≤ a2 ≤ −a1 + 1

となり (特に a1 ≤ 1/2に注意), 求める領域は図 1の左図の斜線部分である. ここで
破線部分の境界は含まず, 実線部分の境界は含む.

(2) ε = a1となる点 a = (a1, a2) ∈ Aに対し, (x1, x2) ∈ B(a; ε)とすると,

(x1 − a1)
2 < ε2 − (x2 − a2)

2 ≤ ε2 = a21,

(x2 − a2)
2 < ε2 − (x1 − a1)

2 ≤ ε2 = a21

から |x1 − a1| < a1, |x2 − a2| < a1となり, これより

0 < x1 < 2a1 ≤ 1, 0 ≤ −a1 + a2 < x2 < a1 + a2 ≤ 1 (i)

となる. 従って (x1, x2) ∈ Aであるので, B(a; ε) ⊂ Aとなる (図 1の右図参照). �
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図 1: ε = a1 となる点 (a1, a2) ∈ Aが存在する領域

5 V ∩W は xの近傍であるとすると,

x ∈ (V ∩W )i = V i ∩W i

から, 特に x ∈ W iである. 従って xはW の内点である. 一方, xをW の内点とす
ると, x ∈ W iかつ, 仮定から x ∈ V iでもあるので,

x ∈ V i ∩W i = (V ∩W )i

である. 従って V ∩W は xの近傍である. �
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6 pri : X1×X2 → XiをX1×X2からXiへの射影とし (i = 1, 2), pr′i : X
′
1×X ′

2 → X ′
i

をX ′
1×X ′

2からX ′
iへの射影とする (i = 1, 2). このとき, 任意の (x1, x2) ∈ X1×X2

に対し

(pr′i ◦ f) (x1, x2) = pr′i (f1(x1), f2(x2)) = fi(xi),

(fi ◦ pri) (x1, x2) = fi(xi)

となるので,

pr′i ◦ f = fi ◦ pri (ii)

が成り立つ (i = 1, 2). ここで各 priは連続で, 更に仮定から各 fiも連続なので, そ
れらの合成である fi ◦ priは連続である. 従って (ii)により, i = 1, 2に対し pr′i ◦ f
は連続なので, 講義における定理 4.2.5から f は連続である. �

7 O′が定義 2.1.1の 3条件を全てみたすことを確かめれば良い.

(1) f−1(∅) = ∅ ∈ O, f−1(X ′) = X ∈ Oより, ∅, X ′ ∈ O′である.

(2) O′
1, O

′
2, . . . , O

′
k ∈ O′とすると, O′の定義から

f−1 (O′
1) , f

−1 (O′
2) , . . . , f

−1 (O′
k) ∈ O

であり, このとき, OがXの位相であることから

f−1

(
k∩

i=1

O′
i

)
=

k∩
i=1

f−1 (O′
i) ∈ O

となる. 従って

k∩
i=1

O′
i ∈ O′

が成り立つ.

(3) O′の任意の集合族 {O′
λ}λ∈Λに対し, O′の定義から f−1 (O′

λ) ∈ O (λ ∈ Λ)であ
り, このとき, OがXの位相であることから

f−1

(∪
λ∈Λ

O′
λ

)
=
∪
λ∈Λ

f−1 (O′
λ) ∈ O

となる. 従って ∪
λ∈Λ

O′
λ ∈ O′

が成り立つ. �
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8 点Q(x1, x2)に対し, 点 Pの座標を (X1, X2)とおく (図 2). このとき, ある正の
実数 tが存在して−→

OP = t
−→
OQであるから,(
X1

X2

)
= t

(
x1

x2

)
=

(
tx1

tx2

)
(iii)

となる. ここで P (X1, X2) ∈ M から |X1|+ |X2| = 1であるので, (iii)から

t (|x1|+ |x2|) = 1

となる (t > 0であることに注意しよう). これより

t =
1

|x1|+ |x2|
(iv)

が得られる. 従って (iii), (iv)より

X1 =
x1

|x1|+ |x2|
, X2 =

x2

|x1|+ |x2|

となるので, 点 Pの座標は

P

(
x1

|x1|+ |x2|
,

x2

|x1|+ |x2|

)
である. �
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図 2: Pは半直線 OQとM との交点
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