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問題. 以下の大問 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 の中から, 4問選択して解答
せよ. 解答する際には, 解答用紙にどの 4問を選択したのか明記すること.

1 5点集合X = {1, 2, 3, 4, 5}に対し, その部分集合族Oを

O =

{
∅, X, {3} , {2, 3} , {3, 4} , {1, 2, 3} , {2, 3, 4} ,
{3, 4, 5} , {1, 2, 3, 4} , {2, 3, 4, 5}

}
で定義すると, これはXの位相になる. このとき, 以下の設問に答えよ.

(1) 位相空間 (X,O)が連結であるかどうか判定せよ.

(2) 位相空間 (X,O)がHausdorff空間であるかどうか判定せよ.

2 (X,O), (X ′,O′)をそれぞれ位相空間とし, φ : X → X ′を (O, O′に関する)連
続写像とする. いま, φが全射で, かつ (X,O)が弧状連結ならば, (X ′,O′)も弧
状連結であることを示せ.

3 (X,O), (X ′,O′)をそれぞれ位相空間とし, φ : X → X ′を (O, O′に関する)連
続写像とする. いま, φが単射で,かつ (X ′,O′)がHausdorff空間ならば, (X,O)

もHausdorff空間であることを示せ.

4 離散位相空間 (X,O∗)がコンパクトであるための必要十分条件は, Xが有限集
合であることである. これを示せ.

5 (X,O)を位相空間, AをX の部分集合とし, OAをAにおけるOの相対位相
とする. いま, AのXにおける任意の開被覆が有限開被覆を含むなら, 部分位
相空間 (A,OA)はコンパクトであることを示せ.
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6 (X,O)を位相空間とする. このとき, (X,O)が正規空間ならば, (X,O)は正則
空間でもあることを示せ.

7 n次元 Euclid空間Rnにおいて, 写像 d
(n)
∞ : Rn × Rn → Rを,

x = (x1, x2, . . . , xn) ,y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn

に対し,

d(n)∞ (x,y) = max {|xi − yi| | i = 1, 2, . . . , n}

で定義する. このとき, d
(n)
∞ はRn上の距離関数であることを示せ.

8 (X, d), (X ′, d′)をそれぞれ距離空間とし, f : X → X ′を (Od, Od′に関する)連
続写像とする. このとき, a ∈ Xにおいて, 任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が
存在して,

B (a; δ) ⊂ f−1 (B′ (f(a); ε))

が成り立つことを示せ. ここでB (a; δ)は aを中心, δを半径とする (X, d)の
開球体を表し, B′ (f(a); ε)は f(a)を中心, εを半径とする (X ′, d′)の開球体を
表す.

以上
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解答.

1 (1) (X,O)の閉集合系を U とおくと,

U =

{
X, ∅, {1, 2, 4, 5} , {1, 4, 5} , {1, 2, 5} ,
{4, 5} , {1, 5} , {1, 2} , {5} , {1}

}
であるので,

O ∩ U = {∅ , X} (i)

が成り立つ. 従って定理 6.1.2から, (X,O)は連結である. �

(2) 例えば 1, 5 ∈ Xに対し, 1の開近傍は

X, {1, 2, 3} , {1, 2, 3, 4}

がその全てであり, 一方, 5の開近傍は

X, {3, 4, 5} , {2, 3, 4, 5}

がその全てである. これらはいずれも 3を含んでいるので, 1の開近傍O1, 5の開
近傍O2でO1 ∩O2 = ∅となるものは存在しない. 従って (X,O)はHausdorff空間
ではない. �

2 任意の x′, y′ ∈ X ′に対し, φは全射なので, ある x, y ∈ Xが存在して

φ(x) = x′, φ(y) = y′ (ii)

となる. 仮定より (X,O)は弧状連結なので, 閉区間 I = [0, 1]に対し, ある連続写
像 f : I → Xが存在して,

f(0) = x, f(1) = y (iii)

が成り立つ. そこで写像 f̄ : I → X ′を, f̄ = φ ◦ f で定める (下図).
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このとき φ, f が連続であるから補題 5.2.1より f̄ も連続で, (ii), (iii)から

f̄(0) = φ ◦ f(0) = φ (f(0)) = φ(x) = x′,

f̄(1) = φ ◦ f(1) = φ (f(1)) = φ(y) = y′

となる. 従って (X ′,O′)は弧状連結である. �
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3 Xの任意の異なる 2点 x, y ∈ X, x ̸= yに対し, φは単射なので, φ(x) ̸= φ(y)で
ある. 仮定より (X ′,O′)はHausdorff空間なので, あるO′

1, O
′
2 ∈ O′が存在して,

φ(x) ∈ O′
1, φ(y) ∈ O′

1, (iv)

O′
1 ∩O′

2 = ∅ (v)

が成り立つ. そこで φは連続であるから, φ−1 (O′
1) , φ−1 (O′

2) ∈ Oで, (iv)より

x ∈ φ−1 (O′
1) , y ∈ φ−1 (O′

2) (vi)

である. 更に (v)より

φ−1 (O′
1) ∩ φ−1 (O′

2) = φ−1 (O′
1 ∩O′

2) = φ−1 (∅) = ∅ (vii)

となる. 従って (vi), (vii)から, (X,O)はHausdorff空間である. �

4 (⇐=) Xを有限集合としよう. このとき, Xの部分集合は有限個しかないので,

Xの離散位相O∗は有限個の開集合から成る. 従って, O∗に関するXの任意の開
被覆は有限被覆となるので, (X,O∗)はコンパクトである.

(=⇒) いま, 任意の x ∈ Xに対し, 1点集合 {x}は (X,O∗)の開集合で, 明らかに∪
x∈X

{x} = X

であるから, C = {{x}}x∈XはO∗に関するXの開被覆である. 仮定よりいま (X,O∗)

はコンパクトなので, Cは有限開被覆を含む. 即ち, ある x1, x2, . . . , xk ∈ Xが存在
して,

X =
k∪

i=1

{xi} (viii)

となる. そこで明らかに
k∪

i=1

{xi} = {x1, x2, . . . , xk} (ix)

であるから, (viii), (ix)よりX = {x1, x2, . . . , xk}, 即ちXは有限集合である. �

5 C ′
A = {O′

λ}λ∈ΛをAの開被覆とする. 即ち,

A =
∪
λ∈Λ

O′
λ, O′

λ ∈ OA (x)

である. そこで相対位相OAの定義より, 各O′
λ ∈ C ′

Aに対し, あるOλ ∈ Oが存在
して, O′

λ = Oλ ∩ Aとなるので, (x)から

A =
∪
λ∈Λ

O′
λ =

∪
λ∈Λ

(Oλ ∩ A) =

(∪
λ∈Λ

Oλ

)
∩ A

4



となる. よって

A ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ,

即ち CA = {Oλ}λ∈ΛはXにおけるAの開被覆である. 従って仮定より, ある有限個
の λ1, λ2, . . . , λk ∈ Λが存在して,

A ⊂
k∪

i=1

Oλi
(xi)

が成り立つ. このとき,

k∪
i=1

O′
λi
=

k∪
i=1

(Oλi
∩ A) =

(
k∪

i=1

Oλi

)
∩ A

(xi)
= A

となるので, C ′
Aは有限開被覆

{
O′

λi

}
i=1,2,... ,k

を含む. 故に (A,OA)はコンパクトで
ある. �

6 (X,O)を正規空間としよう. 即ち, (X,O)はT1-空間で, かつ, 条件

(T4) A1 ∩ A2 = ∅なるA1, A2 ∈ U に対し, あるO1, O2 ∈ Oが存在して,

A1 ⊂ O1, A2 ⊂ O2, O1 ∩O2 = ∅

をみたす. ここで U は (X,O)の閉集合系を表す. いま, x ̸∈ Aなる x ∈ X, A ∈ U
に対し, (X,O)が T1-空間であることから, 定理 8.1.3より {x} ∈ U である. 従っ
て (T4)より, この {x} , A ∈ U に対し, あるO1, O2 ∈ Oが存在して,

{x} ⊂ O1, A ⊂ O2, O1 ∩O2 = ∅

が成り立つ. 即ち, 条件

(T3) x ̸∈ Aなる x ∈ X, A ∈ U に対し, あるO1, O2 ∈ Oが存在して,

x ∈ O1, A ⊂ O2, O1 ∩O2 = ∅

が成り立つので, (X,O)は正則空間である. �

7 d
(n)
∞ が, 以下の条件:

(Di) x,y ∈ Rnに対し, d
(n)
∞ (x,y) ≥ 0,

(Dii) x,y ∈ Rnに対し, d
(n)
∞ (x,y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(Diii) x,y ∈ Rnに対し, d
(n)
∞ (x,y) = d

(n)
∞ (y,x),

(Div) x,y,z ∈ Rnに対し, d
(n)
∞ (x, z) ≤ d

(n)
∞ (x,y) + d

(n)
∞ (y, z)

を全てみたすことを示せば良い. (Di), (Diii)は明らかである (と思うよ). また,
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d(n)∞ (x,y) = 0 ⇐⇒ max {|xi − yi| | i = 1, 2, . . . , n} = 0

⇐⇒ |xi − yi| = 0 (i = 1, 2, . . . , n)

⇐⇒ xi = yi (i = 1, 2, . . . , n)

⇐⇒ x = y

であるので, (Dii)が成り立つ. 更に,

x = (x1, x2, . . . , xn) ,y = (y1, y2, . . . , yn) , z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn

に対し,

max {|xi − zi| | i = 1, 2, . . . , n} = |xi0 − zi0 |

なる i0を取るとき,

d(n)∞ (x,z) = |xi0 − zi0 |
= |xi0 − yi0 + yi0 − zi0 |
≤ |xi0 − yi0 |+ |yi0 − zi0 |
≤ max {|xi − yi| | i = 1, 2, . . . , n}+max {|yi − zi| | i = 1, 2, . . . , n}
= d(n)∞ (x,y) + d(n)∞ (y,z)

であるので, (Div)が成り立つ. �

8 点 a ∈ Xにおいて, 任意の ε > 0に対し, (X ′, d′)の開球体B′ (f(a); ε)を考えよ
う. このとき, 当然

f(a) ∈ B′ (f(a); ε)

であるから,

a ∈ f−1 (B′ (f(a); ε))

となる. B′ (f(a); ε)は距離空間 (X ′, d′)の位相の定義から (X ′, d′)の開集合で, 仮
定より f は連続であるから, f−1 (B′ (f(a); ε))は (X, d)の開集合である. よってこ
の aに対し, 距離空間 (X, d)の位相の定義より, ある δ > 0が存在して,

B (a; δ) ⊂ f−1 (B′ (f(a); ε))

が成り立つ. �
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