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以下で, 講義における § 7.3で時間の都合上述べなかった, Rの閉区間のコンパ
クト性に関する次の補題の証明を述べる.� �
補題 7.3.2. 標準的な位相による 1次元 Euclid空間 (R,O (R))において, 閉区
間 I = [a, b]はRのコンパクト部分集合である.� �

(証明) C = {Oλ}λ∈Λを I の Rにおける開被覆とする. いま, x ∈ I に対し, C は
[a, x]の開被覆でもある. そこで

I ′ = {x ∈ I | Cは [a, x]の有限開被覆を含む }

とおく. 以下, 我々の目標は b ∈ I ′を示すことである. これが示されれば, Cは Iの
有限開被覆を含むことになるので, IはRのコンパクト部分集合であることが結論
される. また, I ′において,

x ∈ I ′ =⇒ 任意の x′ ∈ [a, x]に対し, x′ ∈ I ′ (i)

が成り立つことに注意しよう. なぜなら, [a, x]の有限開被覆は, [a, x′] ⊂ [a, x]に
よって [a, x′]の有限開被覆ともなるからである. そこで (i)の対偶を取って,

ある x′ ∈ [a, x]が存在して, x′ ̸∈ I ′ =⇒ x ̸∈ I ′ (ii)

が成り立つ.

まず, C = {Oλ}λ∈Λが I の Rにおける開被覆であることから, ある λ′ ∈ Λが存
在して a ∈ Oλ′ である. このとき {Oλ′}は [a, a] = {a}の有限開被覆となるので,

a ∈ I ′である. よって I ′は空集合でなく, 更に bは I ′の上界の 1つであるので, I ′

は上に有界である. 従って I ′の上限

c = supI ′ = min {y ∈ R | 任意の x ∈ I ′に対し x ≤ y}

が存在して, c ≤ bである.1 よって c ∈ I となるので, C = {Oλ}λ∈Λが I のRにお
ける開被覆であることから, ある λ0 ∈ Λが存在して, c ∈ Oλ0である. Oλ0 ∈ O (R)
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であるから, 十分小さく ε > 0を選んで

[c− ε, c+ ε] ⊂ Oλ0 (iii)

となるようにできる.2 そこでもし c − ε ̸∈ I ′だとすると, (ii)で述べたことより,

c− ε ≤ x′ ≤ cなる任意の x′は I ′に属さないので, c− εもまた I ′の上界となるが,

これは cが I ′の最小の上界であることに矛盾する. 従って c− ε ∈ I ′である. 即ち,

ある有限個の λ1, λ2, . . . , λk ∈ Λが存在して,

[a, c− ε] ⊂ Oλ1 ∪Oλ2 ∪ · · · ∪Oλk
(iv)

が成り立つ. このとき, (iii), (iv)から

[a, c+ ε] = [a, c− ε] ∪ [c− ε, c+ ε] ⊂ Oλ0 ∪Oλ1 ∪ · · · ∪Oλk
(v)

となり, 一方,

[a, c] ⊂ [a, c+ ε] (vi)

であるから, (v), (vi)より, Cは [a, c]の有限開被覆を含む. 即ち

c ∈ I ′ (vii)

である. そこでもし c < bだとすると, (iii)の εを c + ε < bをみたすように, 即
ち c + ε ∈ Iとなるように取ると, (v)より Cは [a, c + ε]の有限開被覆を含むので,

c + ε ∈ I ′である. これは cが I ′の上限であることに矛盾する. 従って c = bであ
り, (vii)と合わせて b ∈ I ′となる. これで示された. �

2正確に述べよう. c ∈ Oλ0
かつ Oλ0

∈ O (R) であるから, ある ε′ > 0 が存在して (c− ε′, c+ ε′) ⊂ Oλ0
となる. そ

こで例えば ε = ε′/2 とおけば, [c− ε, c+ ε] ⊂ (c− ε′, c+ ε′) ⊂ Oλ0
とできる. “十分小さく” という表現の裏には, 大

抵このような議論が潜んでいる. このように行間を読む習慣を付けておかないと, 4年のゼミ (「数学講究」, 「情報理学講
究」) で苦労する (と思うよ).
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