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以下で, 位相空間の部分集合の触点について, 前期の「幾何学AI」で解説し残し
た幾つかの内容について述べる. 尚, 本稿で述べる内容は講義における §2.2の最後
に組み込むこととする.

(X,O)を位相空間とし, U を (X,O)の閉集合系とする. このとき,

Ai =
∪
O∈O
O⊂A

O

をAの内部 (または開核)といい, Aiに属する点を, Aの内点と呼ぶのであった (定
義 2.2.4 (1)). 一方,

Ā =
∩
U∈U
A⊂U

U

をAの触集合 (または閉包)といい, Āに属する点を, Aの触点と呼んだ (定義 2.2.4

(2)). 更にAの補集合Acの内部 (Ac)iを Aの外部といって Aeで表し, Aeに属す
る点を, Aの外点と呼ぶのであった (定義 2.2.7 (1)).� �
補題 2.2.9 (X,O)を位相空間とし, AをX の部分集合とする. このとき, xが
Aの触点, 即ち x ∈ Āであるための必要十分条件は, xの任意の開近傍O(即ち
O ∈ Oかつ x ∈ O)に対し, O ∩ A ̸= ∅となることである.� �
補題 2.2.9は, xの任意の開近傍が “Aに触れている”ことと, x ∈ Āであることが
同じ意味だと言っている. それで Āの点をAの触点と呼ぶのである.

(証明) (⇐=) 対偶を示す. 即ち, 示すべきことは

x ̸∈ Ā =⇒ xのある開近傍Oが存在して, O ∩ A = ∅

である. 実際, x ̸∈ Āと仮定しよう. いま, X = Ā∪Aeかつ Ā∩Ae = ∅であったか
ら, x ∈ Aeである. ここでAe = (Ac)iからAe ∈ Oであることに注意する. そこで
O = Aeとおけば, x ∈ OなのでOは xの開近傍で, O ∩ A = Ae ∩ A = ∅である.
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(=⇒) 対偶を示す. 即ち, 示すべきことは

xのある開近傍Oが存在して, O ∩ A = ∅ =⇒ x ̸∈ Ā

である. 実際, xのある開近傍Oが存在してO ∩ A = ∅となると仮定しよう. この
ときO ⊂ AcかつO ∈ Oであるから, x ∈ O ⊂ (Ac)i = Aeとなる. 従って x ̸∈ Āで
ある. �

補題 2.2.9の応用の 1つとして, 次を示そう.� �
命題 2.2.10 (X,O)を位相空間とし, O ∈ Oとする. また, AをX の部分集合
とする. このとき, O ∩ Ā ⊂ O ∩ Aが成り立つ.� �

(証明) x ∈ O ∩ Āならば x ∈ O ∩ Aであることを示す. 実際, x ∈ O ∩ Āと仮定し
よう. いま, xの任意の開近傍O′に対し, O′ ∩ Oもやはり xの開近傍で, x ∈ Āで
あるから, 補題 2.2.9より (O′ ∩O) ∩ A ̸= ∅ となる. 即ちO′ ∩ (O ∩ A) ̸= ∅である
から, 再び補題 2.2.9により, x ∈ O ∩ Aとなる. �

補題 2.2.10の直接の系として, 次が得られる.� �
系 2.2.11 (X,O)を位相空間とし, O ∈ Oとする. また, AをX の部分集合と
する. このとき, O ∩ A = ∅ならば, O ∩ Ā = ∅である.� �

(証明) 命題 2.2.10よりO ∩ Ā ⊂ O ∩ A = ∅̄ = ∅. �
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