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代数方程式の判別式

東京女子大学現代教養学部
数理科学科情報理学専攻

長田直樹

Abstract

本セミナーでは 2 次方程式と 3 次方程式の解の公式および判別式を導いたあと、
一般の n 次多項式の判別式を定義し、基本的性質を述べる。次に多項式以外の判別
式の例として、二次形式および包絡線の判別式を取り上げる。
最後に判別式に関わる数学史の最新の話題を紹介する。

1 2次方程式の解と判別式
1.1 解の公式と判別式の導出

実数係数の 2次方程式
ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) (1)

を aで割り、平方完成すると (
x+

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2

となる。したがって、
D = b2 − 4ac > 0

のとき

x+
b

2a
= ±

√
b2 − 4ac

2a

より (1)は異なる 2つの実数解
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(2)

を持つ。D = 0のときは実数の重解、
− b

2a

D < 0のときは共役複素数解
−b±

√
4ac− b2i

2a

を持つ。D は 2次方程式 (1) あるいは 2次式 ax2 + bx+ cの判別式と呼ばれる。D ≦ 0

の場合も含め、(2)は 2次方程式の解の公式という。
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1.2 解と係数の関係の利用

2次方程式の判別式 D = b2 − 4acは次の 4つの性質を持っている。
性質 1 重解を持つときかつそのときに限り 0になる。
性質 2 係数 (を不定元と考えてそれら)の斉次多項式 †で表される。
性質 3 方程式の解がすべて実数でたがいに異なるとき、判別式の値は正である。
性質 4 斉次多項式の各項は共通因数を持たず、係数はすべて整数で互いに素である。

†不定元 x1, . . . , xn の d次斉次多項式とは∑
i1+···+in=d
i1,...,in∈N0

ci1...inx
i1
1 . . . xinn

と表せる式をいう。b2 − 4acは不定元 a, b, cの 2次斉次多項式である。

今度は、上記の性質を持つ斉次多項式を、解の公式を使わないで導出する。
(1)の 2解を α, β とすると

ax2 + bx+ c = a(x− α)(x− β) = a(x2 − (α+ β)x+ αβ)

となるので、解と係数の関係

α+ β = − b

a
, αβ =

c

a

が得られる。
∆ = α− β

は性質 1を満たすが性質 2と性質 3を満たさない。そこで∆2 を考える。

∆2 =(α− β)2 = α2 + β2 − 2αβ = (α+ β)2 − 4αβ

=

(
b

a

)2

− 4
c

a
=
b2 − 4ac

a2

多項式にするため a2 を掛ると

D = a2∆2 = a2(α− β)2 = b2 − 4ac (3)

は 4つのすべての性質を満たすので、D を判別式に取る。定義 (3)より

(i) D > 0 ⇐⇒異なる 2実解
(ii) D = 0 ⇐⇒重解
(iii) D < 0 ⇐⇒異なる 2つの虚数解を持ち、それらはたがいに共役複素数

がいえる。((i)(iii)の⇐=と (ii)は明らかであるが、(i)(iii)の=⇒の証明には、「実数係数
の代数方程式は虚数解 αを解に持てば、共役複素数 αも解」を使い転換法で証明する。)
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1.3 共通解の利用

命題 1 多項式 f(x)に対し、f(x) = 0が重解を持つための条件は、連立方程式{
f(x) = 0
f ′(x) = 0

が共通解を持つことである。

証明 f(x) = 0が重解 αを持つとき、整式 g(x)により

f(x) = (x− α)2g(x)

と表せる。
f ′(x) = 2(x− α)g(x) + (x− α)2g′(x)

よって、f ′(α) = 0である。
逆に f(α) = 0, f ′(α) = 0とする。整式 h(x)により

f(x) = (x− α)h(x)

と表せる。
f ′(x) = h(x) + (x− α)h′(x)

と f ′(α) = 0より
h(α) = 0

となる。因数定理により整式 k(x)が存在して

h(x) = (x− α)k(x)

したがって
f(x) = (x− α)2k(x)

と書けるので αは f(x)の重解である。 □

2次方程式 (1)に対しては

ax2 + bx+ c = 0 (4)

2ax+ b = 0 (5)

2×(4)−x×(5)より
bx+ 2c = 0 (6)

b×(5)−2a×(6)より
b2 − 4ac = 0 (7)

(7)の左辺は判別式である。

注意 1 2a×(6)−b×(5) により消去すると (7)の符号は反対になる。消去法では符号が一
定にならない。
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2 3次方程式の解と判別式
2.1 解の公式と判別式の導出

3次方程式
ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (a ̸= 0) (8)

に対して、変数変換
y = x+

b

3a
(カルダーノ変換)

を行ない、x = y − b/(3a)を (8)に代入すると

ay3 +

(
− b2

3a
+ c

)
y +

(
2b3

27a2
− bc

3a
+ d

)
= 0

となる。aで割り、

p = − b2

3a2
+
c

a
=

−b2 + 3ac

3a2

q =
2b3

27a3
− bc

3a2
+
d

a
=

2b3 − 9abc+ 27a2d

27a3

とおくと、2次の項が消え
y3 + py + q = 0 (9)

となる。
y = u+ v とおき、(9)に代入すると

u3 + v3 + (3uv + p)(u+ v) + q = 0

となるので、 {
u3 + v3 + q = 0
3uv + p = 0

なる u, v を見つければ、y = u+ v は (9)の解である。u3, v3 は

u3 + v3 = −q, u3v3 = −
(p
3

)3
を満たすので、2次方程式

t2 + qt−
(p
3

)3
= 0 (分解方程式)

の解、すなわち、

t = −q
2
±
√(q

2

)2
+
(p
3

)3
である。u, v は tの 3乗根であるのでそれぞれ 3つづつあるが、uが決まれば uv = −p

3

より v も決まる。いま、
R =

(q
2

)2
+
(p
3

)3



東京女子大学教科別セミナー (2015年 8月 21日) 5

とおくと

3

√
−q
2
+
√
R 3

√
−q
2
−

√
R =

3

√(q
2

)2
−R =

3

√
−
(p
3

)3
= −p

3

より ω = (−1 +
√
3i)/2としたとき、(9)の解は

y1 = 3

√
−q
2

+
√
R+ 3

√
−q
2

−
√
R

y2 =ω 3

√
−q
2

+
√
R+ ω2 3

√
−q
2

−
√
R

y3 =ω2 3

√
−q
2

+
√
R+ ω 3

√
−q
2

−
√
R

と表せる。(カルダーノの公式 [2])

R =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
=

−b2c2 + 27a2d2 − 18abcd+ 4b3d+ 4ac3

108a4

だから

D = −108a4R = b2c2 − 27a2d2 + 18abcd− 4b3d− 4ac3 (10)

D2 = −27a3q = −2b3 + 9abc− 27a2d (11)

とおく。

3

√
−q
2

+
√
R =

3

√
D2

2 · 27a3
+

√
−D

2233a4
=

1

3a
3

√
D2

2
+
a

2

√
−27D

より (8)の解は

α1 =
1

3a

(
−b+ 3

√
D2

2
+
a

2

√
−27D +

3

√
D2

2
− a

2

√
−27D

)

α2 =
1

3a

(
−b+ ω

3

√
D2

2
+
a

2

√
−27D + ω2 3

√
D2

2
− a

2

√
−27D

)

α3 =
1

3a

(
−b+ ω2 3

√
D2

2
+
a

2

√
−27D + ω

3

√
D2

2
− a

2

√
−27D

)

と表せる。

命題 2 3次方程式 (8)に対し D,D2 を (10)(11)で定義する。

(i) D > 0のとき、異なる 3つの実数解
(ii) D = 0, D2 ̸= 0のとき、3つの実数解。単解 1つと重解
(iii) D = D2 = 0のときは三重解
(iv) D < 0のとき、実数解 1つと共役複素数解

証明 (i) D > 0のとき

D2

2
+
a

2

√
−27D,

D2

2
− a

2

√
−27D
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は共役複素数であるので、α1 は実数である。また、

ω
3

√
D2

2
+
a

2

√
−27D = ω2 3

√
D2

2
− a

2

√
−27D

より α2, α3 も実数である。
(ii) D = 0, D2 ̸= 0のときは α1 は単解、α2 = α3 は 2重解である。
(iii) D = D2 = 0のときは 3重解
(iv) D < 0のとき α1 は実数、α2, α3 は共役複素数である。 □
3次方程式 (8)に対し、

D = b2c2 − 27a2d2 + 18abcd− 4b3d− 4ac3

を判別式という。

例 1 3次方程式 x3 − 7x− 6 = (x− 3)(x+ 1)(x+ 2) = 0を p = −7, q = −6としてカ
ルダーノの公式で解く。

R =
(q
2

)2
+
(p
3

)3
=

(
−6

2

)2

+

(
−7

3

)3

= 9− 343

27
= −100

27
= −102

92
× 3 < 0

いま、
3

√
−−6

2
+

10

9

√
3i =

1

3

3

√
81 + 30

√
3i

より
81 + 30

√
3i = (a+ b

√
3i)3

を満たす整数 a, bを求める (ラファエル・ボンベッリの方法)。すなわち、{
a3 − 9ab2 = 81
a2b− b3 = 10

より b = ±2,±5の場合を調べると、a = −3, b = 2が取れる。よって、

1

3

3

√
81± 30

√
3i = −1± 2

3

√
3i

x3 − 7x− 6 = 0の解は

α1 =

(
−1 +

2

3

√
3i

)
+

(
−1− 2

3

√
3i

)
= −2

α2 =ω

(
−1 +

2

3

√
3i

)
+ ω2

(
−1− 2

3

√
3i

)
= −1

α3 =ω2

(
−1 +

2

3

√
3i

)
+ ω

(
−1− 2

3

√
3i

)
= 3

途中に複素数の三乗根が出てくるが、整数解 (実数解)が得られた。
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慶應大商 (2002) 方程式 x3 + px+ q = 0(ただし p, q は実数)が、3つの互いの異なる実
数解を持つための必要十分条件は

p < 　　　 かつ q2 < −
　　　

　　　
p3

である。(『全国大学入試問題正解数学 (私立大編)』2003年受験用、旺文社)

入試問題としての標準的解法は、極大値と極小値を持ちかつ極大値×極小値 < 0を用
いる。

2.2 解と係数の関係の利用

(8)の 3解を α, β, γ とすると

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x− α)(x− β)(x− γ)

=a(x3 − (α+ β + γ)x2 + (αβ + βγ + γα)x− αβγ)

となるので、解と係数の関係

α+ β + γ = − b

a
, αβ + βγ + γα =

c

a
, αβγ = −d

a

が得られる。

∆2 =(α− β)2(α− γ)2(β − γ)2

=(αβ + βγ + γα)2(α+ β + γ)2 − 27α2β2γ2 + 18αβγ(α+ β + γ)(αβ + βγ + γα)

− 4(αβ + βγ + γα)3 − 4αβγ(α+ β + γ)3

が成り立つことを数式処理システムMapleで確認する。α, β, γ を a,b,cとおく。� �
A := a*b*c;

a b c

B := a*b+a*c+b*c;

a b + a c + b c

C := a+b+c;

a + b + c

DD := B^2*C^2-27*A^2+18*A*B*C-4*B^3-4*A*C^3;

2 2 2 2 2

(a b + a c + b c) (a + b + c) - 27 a b c

+ 18 a b c (a b + a c + b c) (a + b + c)

3 3

- 4 (a b + a c + b c) -4 (a + b + c) a b c� �
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� �
(続き)

DD := expand(DD);

4 2 4 4 2 3 3 3 2 3 2

a b - 2 a b c + a c - 2 a b + 2 a b c + 2 a b c

3 3 2 4 2 3 2 2 2 2 3 2 4

- 2 a c + a b + 2 a b c - 6 a b c + 2 a b c + a c

4 3 2 2 3 4 4 2

- 2 a b c + 2 a b c + 2 a b c - 2 a b c + b c

3 3 2 4

- 2 b c + b c

DD := factor(DD);

2 2 2

(b - c) (a - c) (a - b)� �
解と係数の関係より

∆2 =
1

a4
(
b2c2 − 27a2d2 + 18abcd− 4b3d− 4ac3

)
と表せる。係数の整式にするため a4 を掛け、三次式の判別式は

D = a4∆2 = b2c2 − 27a2d2 + 18abcd− 4b3d− 4ac3 (12)

となる。1.2節の判別式の性質のうち、性質 1と性質 3は定義からいえる。性質 2と性質
4は式の形を見れば確認できる。

3 一般の多項式に対する判別式
3.1 対称式

x1, . . . , xn を不定元とする。関数

f(x1, . . . , xn)

を x1, . . . , xn に関する整式とする。任意の xi, xj を入れ替えても f の形が変化しないと
き f を対称式という。

s1 =

n∑
i=1

xi, s2 =

n∑
1≦i<j≦n

xixj , s3 =

n∑
1≦i<j<k≦n

xixjxk, · · · , sn =

n∏
i=1

xi

を x1, . . . , xn に関する基本対称式という。
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 に対する解と係数の関係は

ai
an

= (−1)n−isn−i, i = 0, . . . , n− 1
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で表される。

命題 3 すべての対称式は基本対称式の整式として表すことができる。
証明 略 (高木貞治『代数学講義』p.140, あるいは藤原松三郎『代数学』p.339を見よ。)□

3.2 判別式

一般の多項式に対する判別式は (12)を拡張する。
実数係数の多項式 f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 の零点を α1, . . . , αn と

する。零点の差積を

∆ = ∆(α1, . . . , αn) =
∏

1≦i<j≦n

(αi − αj)

とおき、f(x)の判別式 (discriminant)を

D = D(f) = a2n−2
n ∆2 = a2n−2

n

∏
1≦i<j≦n

(αi − αj)
2 (13)

により定義する。
1.2節の判別式の性質のうち、性質 1と性質 3は定義 (13)から直ちに導ける。差積の 2

乗∆2 は、α1, . . . , αn の置換で符号が変わらないので対称式である。命題 3より、基本対
称式の多項式として表せる。すなわち係数の有理式で表せる。(2n− 2)次斉次多項式とな
る性質 2は、この後に述べる命題 5と命題 6を使うのが分かりやすい。性質 4の証明は
容易ではない。

注意 2 判別式を多項式の係数の整式で表すため、a2n−2
n を掛けているのであるが、a2n−2

n

を掛けないで、判別式を係数の有理式で表す分野 (たとえば、体論)もある。モニック (最
高次の係数が 1)のときは一致する。

定義 ax2 + bx+ c 文献
a2n−2
n

∏
1≦i<j≦n

(αi − αj)
2 a2(α1−α2)

2 =

b2 − 4ac

高木貞治『代数学講義』、藤原松三郎『代数学』、
佐武一郎『線型代数学』、『数学辞典』第 4版∏

1≦i<j≦n

(αi − αj)
2 b2 − 4ac

a2
齋藤正彦『線型代数入門』、永田雅宜『可換体
論』、『数学辞典』第 2版、第 3版

3.3 終結式

実数係数の 2つの多項式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = an

n∏
i=1

(x− αi)

g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 = bm

m∏
j=1

(x− βj)
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の終結式 (resultant)を

R(f, g) = amn b
n
m

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj)

により定義する。

命題 4 多項式 f(x), g(x) が共通零点 (定数でない共通因数) を持つための必要十分条
件は

R(f, g) = 0

である。
証明 定義から明らか。 □

補題 1

R(f, g) = amn

n∏
i=1

g(αi) = (−1)mnbnm

m∏
j=1

f(βj)

証明

R(f, g) = amn

n∏
i=1

bm m∏
j=1

(αi − βj)

 = amn

n∏
i=1

g(αi)

R(f, g) = bnm

m∏
j=1

(
amn (−1)n

n∏
i=1

(βj − αi)

)
= (−1)mnbnm

m∏
j=1

f(βj) □

命題 5 実数係数多項式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 に対し

D(f) = (−1)n(n−1)/2 1

an
R(f, f ′)

証明 f(x)の零点を α1, . . . , αn とすると

f(x) = an

n∏
i=1

(x− αi)

と書ける。補題 1と

f ′(x) = an

n∑
i=1

(x− α1) · · · (x− αi−1)(x− αi+1) · · · (x− αn)

を用いると、

R(f, f ′) = an−1
n

n∏
i=1

f ′(αi) = an−1
n ann

n∏
i=1

n∏
j=1
j ̸=i

(αi − αj)

= (−1)n(n−1)/2ana
2n−2
n

∏
1≦i<j≦n

(αi − αj)
2 = (−1)n(n−1)/2anD(f) □
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命題 6 (シルヴェスター [6]) 終結式は (n+m)次行列式を用いて次のように表せる。

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 · · · · · · a1 a0 0 · · · 0
0 an an−1 · · · · · · · · · a0 · · · 0

· · ·
0 0 · · · an an−1 · · · · · · · · · a0
bm bm−1 · · · b1 b0 0 · · · · · · 0
0 bm bm−1 · · · b1 b0 · · · · · · 0

· · ·
0 0 · · · 0 bm bm−1 · · · · · · b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
右辺の行列式は Sylvester行列式といい RSylvester(f, g)と表す。
証明 略 (佐武一郎『線型代数学』pp.70-73、高木貞治『代数学講義』第 10章にある。) □

命題 7 終結式は昇冪で書くと以下のような符号になる。

RSeki(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 · · · · · · an−1 an 0 · · · 0
0 a0 a1 · · · · · · · · · an · · · 0

· · ·
0 0 · · · a0 a1 · · · · · · · · · an
b0 b1 · · · bm−1 bm 0 · · · · · · 0
0 b0 b1 · · · bm−1 bm · · · · · · 0

· · ·
0 0 · · · 0 b0 b1 · · · · · · bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−1)mnRSylvester(f, g)

特に、m = n − 1 のときは nm ≡ 0 (mod 2) なので、RSeki(f, g) = RSylvester(f, g) と
なる。

4 様々な判別式
多項式以外にも判別式は様々な分野で用いられている。

• 不変式 (二次形式、三次形式、...)

• 代数体
• 媒介変数表示された平面曲線の族 (包絡線)

• 代数曲線 (楕円曲線、...)

二次形式と包絡線における判別式を取り上げる。

4.1 二次形式の判別式

二元二次形式の判別式は 1801年フリードリッヒ・ガウスが数論研究 [3]で与えた。
二次形式

ax2 + 2bxy + cy2, a, b, c ∈ Z
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を (a, b, c)と表し、(a, b, c)に置換 (substitutiones)

x = αx′ + βy′, y = γx′ + δy′

を施して得られる形式を (a′, b′, c′)とすると

a′x′2 + 2b′x′y′ + c′y′2

=a(αx′ + βy′)2 + 2b(αx′ + βy′)(γx′ + δy′) + c(γx′ + δy′)2

=(aα2 + 2bαγ + cγ2)x′2 + 2(aαβ + b(αδ + βγ) + cγδ)x′y′ + (aβ2 + 2bβδ + cδ2)y′2

より

a′ =aα2 + 2bαγ + cγ2

b′ =aαβ + b(αδ + βγ) + cγδ

c′ =aβ2 + 2bβδ + cδ2

となるので、

b′2 − a′c′

=(aαβ + b(αδ + βγ) + cγδ)2 − (aα2 + 2bαγ + cγ2)(aβ2 + 2bβδ + cδ2)

=(b2 − ac)α2δ2 − 2(b2 − ac)αβγδ + (b2 − ac)β2γ2

=(b2 − ac)(αδ − βγ)2

b2 − acは (αδ − βγ)2 = 1のとき値は変わらない。ガウスは

形式 (a, b, c)の諸性質は主として、数 bb − acに本来備わっている性質に依存して
いるであろう。我々はこの数を形式 (a, b, c) の判別式 (determinantem) という名
で呼びたいと思う。 高瀬正仁訳 [4, p.127]

と書いている。
(2, 2)行列の集合

GL2(Z) =
{(

α β
γ δ

)
| αδ − βγ = ±1; α, β, γ, δ ∈ Z

}
は行列の積に関し群になる。GL2(Z) の元をユニモジュラ行列 (unimodular matrix) と
いう。

SL2(Z) =
{(

α β
γ δ

)
| αδ − βγ = 1; α, β, γ, δ ∈ Z

}
は GL2(Z)の部分群である。
二元二次形式の判別式は GL2(Z)による線型置換に関し不変である。19世紀中期以降、

不変式論の研究に繋がった。
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4.2 曲線族の判別式

tを媒介変数とする平面曲線の族

Ct : f(x, y, t) = 0 (14)

を考える。曲線 E が曲線族 (14)の包絡線であるとは、E は {Ct}の各曲線に接しており、
E と Ct の接点 (ϕ(t), ψ(t)) の軌跡として E が

x = ϕ(t), y = ψ(t) (15)

と媒介変数表示できるときいう。
曲線族 (14)が包絡線 E を持つとすると、それらの接点 (ϕ(t), ψ(t))における Ct と E

の接線が一致する。陰関数定理 †により

fx(ϕ(t), ψ(t), t)ϕ
′(t) + fy(ϕ(t), ψ(t), t)ψ

′(t) = 0

が成り立つ。したがって、
f(ϕ(t), ψ(t), t) = 0 (16)

を tで微分すると連鎖律 ‡により

fx(ϕ(t), ψ(t), t)ϕ
′(t) + fy(ϕ(t), ψ(t), t)ψ

′(t) + ft(ϕ(t), ψ(t), t) = 0

よって、
ft(ϕ(t), ψ(t), t) = 0 (17)

が成り立つ。
E が {Ct}の包絡線であれば (16)と (17)成り立つ。(16)と (17)から tを消去して得

られる関係式 R(f, ft) = 0を f(x, y, t) = 0の判別式という。

命題 8 曲線族 Ct が包絡線 E を持つならば、E は R(f, ft) = 0 を満たす。逆に判別式
R(f, ft) = 0を満たす点の集合は、包絡線 E と Ct の特異点の軌跡

fx(x, y, t) = fy(x, y, t) = 0

を合わせたものである。

†陰関数定理 D は R2 の領域、関数 f : D → Rは連続とする。f(x, y)は一点 (a, b)の近
傍 U で y に関し偏微分可能で、fy(x, y)も連続とする。f(x, y)が

f(a, b) = 0, fy(a, b) ̸= 0

を満たしているとき、x = aの開近傍 V と V で定義された連続関数 y = g(x)で

b = g(a), 恒等的に f(x, g(x)) ≡ 0
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であるものが一意的に定まる。さらに、f(x, y)が U で C1 級であれば、g(x)も C1 級で

g′(x) = − fx(x, y)

fy(x, y))

証明 略 ([10]を見よ。)

‡連鎖律 I, U をそれぞれ R,R3 の開集合で、二つの関数 Φ : I → R3, f : U → Rは f(I) ⊂
U を満たしているとする。いま Φ(t)が tで微分可能、f(x, y)が Φ(t) = (ϕ(t), ψ(t), χ(t))

で微分可能とすれば、合成関数 g(t) = f(Φ(t)) = f(ϕ(t), ψ(t), χ(t))は tで微分可能で

g′(t) = fx(ϕ(t), ψ(t), χ(t))ϕ
′(t) + fy(ϕ(t), ψ(t), χ(t))ψ

′(t) + fz(ϕ(t), ψ(t), χ(t))χ
′(t)

偏微分を用いて包絡線を求めることは高校数学の範囲外であるが、曲線族の通過領域を
求める問題は大学入試に頻繁に出題される。

東大前期 (2015) 正の実数 aに対して、座標平面上で次の放物線を考える。

C : y = ax2 +
1− 4a2

4a

aが正の実数全体を動くとき、C の通過する領域を図示せよ。

解答例
y = ax2 +

1− 4a2

4a
= (x2 − 1)a+

1

4a

|x| > 1のときは

y = (x2 − 1)a+
1

4a
≧ 2

√
(x2 − 1)a · 1

4a
=
√
x2 − 1

より、双曲線 y =
√
x2 − 1の上側である。

x = ±1のとき、y = 1
4a より y > 0である。

|x| < 1のときは
lim

a→+0
y = +∞, lim

a→∞
y = −∞

より実数全体を取る。C の通る範囲は

{(x, y) | y ≧
√
x2 − 1 かつ x > 1}∪{ (x, y) | |x| < 1 }∪{ (x, y) | x = ±1 かつ y > 0 }

である。図の青色の部分で y > 0 の部分は境界を含み y ≦ 0 の部分は境界を含まない。
(図はMac付属の Grapherを用いた。)
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領域の境界は包絡線である。

f(x, y, a) = ax2 +
1− 4a2

4a
− y

とおく。

f(x, y, a) = 0 : (x2 − 1)a+
1

4a
− y = 0

fa(x, y, a) = 0 : x2 − 1

4a2
− 1 = 0

から aを消去すると包絡線は
y =

√
x2 − 1

である。C は双曲線 (の上半分)に接し、y 軸を軸とし、下に凸の放物線群である。

5 判別式の歴史
近世以前のイスラムやヨーロッパでは、特定の 2次や 3次の方程式に対して判別式が考

えられたが、一般の形式や多項式に対して考察されたのは、19世紀中期以降である。
関孝和は『

かい

解
ふく

伏
だい

題
の

之
ほう

法』(1683) において、2つの代数方程式から未知数を消去して終結
式を求める方法を表した。{

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = 0
g(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·+ bmx
m = 0

の終結式を
RSeki(f, g) = (−1)mnRSylvester(f, g) = (−1)mnR(f, g)

により与えた。xは補助の未知数で、a0, · · · , an, b0. · · · , bm は真の未知数を含んでいる。
したがって、RSeki(f, g) = 0は真の未知数に関する方程式になる。

関は『
かい

開
ほう

方
ほん

飜
へん

変
の

之
ほう

法』([5]1685) において、代数方程式

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = 0
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に対し判別式を ( 「
てき

適
じん

尽
ほう

方
きゅう

級
ほう

法」と名づけ)

1

nn−2an
RSeki(nf − xf ′, f ′) = (−1)n(n−1)/2D(f)

により与えた。
さらに関は 3次方程式

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 = 0

の −D2 = 0を
RSeki(f,

1

2!
x2f ′′) =

1

8a3
RSeki(f, f

′′) = 0

により求め、「
てき

適
じん

尽
れん

廉
きゅう

級
ほう

法」と名づけている。[14]

ヨーロッパでは 19 世紀になって二次形式、不変式などの研究で判別式が考察された。
1801年にフリードリッヒ・ガウス [3]が、二元および三元の二次形式の判別式を考察した
ことに始まる。研究が盛んに行われるようになったのはジョージ・ブール [1]が 1841年
に二元三次形式

Q = Ax3 + 3Bx2y + 3Cxy2 +Dy3

に対し
∂Q

∂x
= 0,

∂Q

∂y
= 0

から x, y を消去して

θ(Q) =(ad− bc)2 − 4(b2 − ac)(c2 − bd)

=a2d2 − 3b2c2 + 4ac3 + 4b3d− 6abcd

を与えてからである。ジェームス・ジョセフ・シルヴェスター [7]は 1851 年に二元三次
形式

s0x
3 + s1x

2y + s2xy
2 + s3y

3

の判別式

I =− 12ϵ(s21s
2
2 − 27s20s

2
3 + 18s0s1s2s3 − 4s31s3 − 4s0s

3
2)

=− 12ϵD

を与え、I に判別式 (discriminant)と命名している。
シルヴェスターが今から 164 年前に与えた二元三次形式の判別式を関孝和はそれより

166年前に得ていたことになる。
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