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逆接線問題と微分方程式
— ドボーヌ問題に見る —

長田直樹

1 はじめに
1630年代のフランスの数学者たちの重要な関心事は、曲線の接線 (あるいは法線)、曲
線の極大値と極小値、長さ、面積などを求めることであった。これらのうち接線について
は、1636年以前にロベルヴァル (Gilles Personne de Roberval)がサイクロイドの研究中
に接線の決定法を発見した。1637年デカルト (René Descartes)は、代数曲線の法線の決
定法を著書『幾何学』で与えた。1637年末にはフェルマ (Pierre de Fermat)は「極大お
よび極小について、曲線の接線について」をメルセンヌ (Marin Mersenne)を介しデカル
トに届けた。
次に問題になったのは、接線あるいは法線が特定の性質を満たすような曲線を求める問
題、すなわち逆接線問題である。ドボーヌ (Florimond Debeaune)は、メルセンヌを介し
て 1638年 9月頃デカルトに後にドボーヌ問題と呼ばれる最初の逆接線問題を提出した。
メルセンヌは、ロベルヴァルとフェルマにもその問題を送った。
ドボーヌと同時代の数学者でドボーヌ問題の解を与えることができたのはデカルトだけ
であった。デカルトは 1639年 2月 20日付けのドボーヌに宛てた書簡において漸近線を
用いて定式化し、解曲線とその構成法を与えた。デカルトはさらに 1645年 6月の宛先不
明の書簡において、ドボーヌ問題を本来の問題に近い形に定式化した。これらの書簡はデ
カルト没後 1667 年にクレルスリエ (C. Clerselier) により『デカルト書簡集』全３巻 [2]

として出版され、翌年にはラテン語訳も出た、
ドボーヌ問題は微分方程式

dx

dy
=

a

x− y
, aは正の定数 (1)

で表され、解は cを定数として x = −a log((y−x+a)/c) あるいは y = x−a+ce−x/aで



ある。微積分が発見されて程なくニュートン (Isaac Newton)とライプニッツ (Gottfried

W. Leibniz)は、それぞれドボーヌ問題を含む逆接線問題に微分方程式を適用した。さら
に、ライプニッツの微積分を改良・発展させたヨハン・ベルヌーイ (Johann Bernoulli)も
ドボーヌ問題に微分方程式を適用した。これら全ての数学者は『デカルト書簡集』[2] あ
るいはそのラテン語訳でドボーヌ問題を知ったと考えられている。
本論文ではデカルト、ニュートン、ライプニッツ、そしてヨハン・ベルヌーイのそれ
ぞれの解法を現代の視点を交え議論する。引用文中 [ ]は筆者による訂正あるいは補足で
ある。

2 ドボーヌの原問題とロベルヴァルの貢献
ドボーヌがメルセンヌに送った書簡も、メルセンヌがデカルトに送った書簡も残ってな
いので、ドボーヌの原問題の確実なことは分からない。デカルト全集の編集者の一人の
タヌリ (P. Tannery)が 1904年の第 3回国際数学者会議で図 1のような復元 [17]を発表
した。

図 1 タヌリによる原ドボーヌ問題の復元 [17, p.507]

問題文はドボーヌの 1638 年 10 月 10 日付けロベルヴァル宛て書簡に添付された問
題*1[18, pp.142-143]そのもので、図は 1645年 6月にデカルトの宛先不明の書簡 ([2]第

*1 問題文に付けられた図は図 1の fig. 1ではなく、漸近線が書き込まれた図 2である。
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図 2 ドボーヌの 1638年 10月 10日付け書簡につけられた図 [1, V, p.519][18, p.142]

３巻の書簡 79) につけられた図から復元したと考えられる。ロベルヴァル宛の 10 月 10

日付け書簡は、「私は、あなたが私に書いてくださった手紙を受け取りました。[...] そして
もう一方の漸近線の発明について、あなたが書いた手紙に含まれていました」[18, p.139]

で始まり、問題文に図 2が付けられているので、ロベルヴァルが図 2の漸近線 BCの存在
をドボーヌに知らせた返信と考えられる。ロベルヴァルが漸近線をどのように発見したか
は不明である。問題文の日本語訳を以下に示す。

曲線 AXE は、A を頂点、AYZ を軸をとし、性質は、その上の任意の点、たとえ
ば Xをとり、直線 XY は軸に垂直な縦線として引かれ、そして同じ点 Xから接線
GXNをとり、Xにおける [接線の]垂線 XZを軸と交わるまで延ばしたとき、直線
[線分]ZY と直線 [線分]YXの比は、与えられた直線 [線分]ABと直線 [線分]YXか
ら AYを減じた直線 [線分]と同じ比になるものとせよ。

3 ドボーヌ問題のデカルトによる定式化と解法
3.1 『デカルト書簡集』第 3巻書簡 71

デカルトは、1639年 2月 20日付けドボーヌ宛ての書簡 ([2]第３巻の書簡 71、日本語
訳 [13, pp.187-196]) において、ロベルヴァルが発見した漸近線を用いてドボーヌ問題を
以下のように定式化した。



Bを通り軸と 45度で交
わる漸近線への接線影
が一定の曲線 (曲線上の
任意の点 X における接
線 GXM に対し RM =

BC をみたす曲線) を求
めよ。
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図 3 デカルトの書簡 71における定式化
　 (破線と Lは筆者の追加)

デカルトは定式化について「計算により簡単にわかる」とのみ書いており、RM = BC

の証明は付けてないので、スクリバ (C. Scriba)[14, pp.211-212]を参考に証明を付ける。
図 3において Aを通り漸近線に平行な直線と直線 RXの交点を Hとし、直線 XYと直線
AHとの交点を Iとする。XHLが直角になるような点 Lを BC上にとる。そのとき、

XY

GY
=

AB

XY −AY
=

AB

IX
=

HL

XH
,

となるので三角形 GYXと三角形 XHLは相似になり、Lは接線 GX上の点である。よっ
て L = Mで 2つの三角形 HRMと ABCは合同であるので、RM = BCである。
デカルトは定式化に基づき、解曲線が今日から見ると対数曲線であることと解曲線の構
成法を与えた。概略を述べておく。
解曲線についてデカルトは、図 3において PV と ACの交点を αとし、AB = bを m

等分し PV = n
mbとおくと(

1

m
+

1

m− 1
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
b < Aα <

(
1

m− 1
+

1

m− 2
+ · · ·+ 1

n

)
b. (2)

となることを述べている。以下現代の微積分を用いると (2)より

Aα = lim
m→∞

(
1

m
+

1

m− 1
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
b =

∫ m

n

b

x
dx = b log

m

n
.

漸近線 BC を x-軸、軸 BA を y-軸とする斜交座標を用いると y = n
mb のとき x =

√
2b log m

n である。mと nを消去すると

x = −
√
2b log

y

b
. (3)



となる。Aを原点、ACを x′-軸、AYを y′-軸とする直交座標では x =
√
2x′, y = y′−x′+b

となる。これらの関係を (3)に代入すると直交座標では x′ = −b log((y′ − x′ + b)/b), あ
るいは y′ = x′ − b+ be−x′/b となる。なお、デカルトは対数曲線のことは言及してない。
上記の詳細は原亨吉 [7, pp.89-92]、三浦伸夫 [11] および三浦 [13, pp.191-194] の脚注を
見よ。
デカルトの構成法は以下のように現代的に表すことができる。

　

AB = b とおく。半直線 l は初期状態では A を
通り漸近線に平行な直線上にあり、軸に沿って
漸近線に向かって等速度 b

m で動く。線分 k は
AB を出発し漸近線に沿って初速度

√
2 b
m で、l

が nb
m だけ進んだとき速度

(
1

1−n/m

√
2b
m =

) √
2b

m−n

で動く。l と k の交点を Xとすると Xの軌跡が
解曲線である。
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図 4 デカルトの作図法

デカルトの構成法が正しいことは微分方程式を用いると以下のように証明できる。漸近
線 BC を x-軸とし軸 BA を y-軸とする斜交座標を取る。等速運動する l(初期位置 AH)

と加速度運動する k(初期位置 AB)の交点の斜交座標を (x, y) = (x(t), y(t))とする。
(x(0), y(0)) = (0, b),

y(t) = b− b
m t, (0 ≤ t < m),

dx
dt =

√
2b2

my , (0 ≤ t < m).

と表せる。そのとき xと y は x = 0のとき y = bを初期条件とする微分方程式

dx

dy
=

√
2b2

my

− b
m

= −
√
2b

y

をみたす。一般解は x = −
√
2b log y + cであるが、初期条件より c =

√
2b log bなので、

x = −
√
2b log y

b である。

3.2 書簡 79における定式化
デカルトは、1645年 6月に宛先不明の書簡 (([2]第３巻の書簡 79、日本語訳 [9, pp.273-

276])において、ドボーヌの原問題の法線についての性質を接線についての性質に書き換
えて定式化した。図はそのまま用い、問題文は現代的に書きなおす。



Nを与えられた線分とする。Aを頂点
とし GDを軸とする曲線上の任意の点
Bをとり、Bにおける接線と軸の交点
を L、B から軸に下ろした垂線の足を
C とする。A を通り軸と 45 度で交わ
る直線と BCの交点を Iとする。つね
に BC : CL = N : BI となるような曲
線 ABOを記述する方法を求めよ。 図 5 デカルトの定式化

[2, p.460](https://gallica.bnf.fr)

　デカルトが定式化した問題がドボー
ヌの原問題と同値であることを示す。
図 5 の D を BD が法線になるように
取る。図 6 参照。ドボーヌの原問題
の条件は CD

BC
=

N

BC−AC
となる。

CD

BC
=

BC

CL
と BC− AC = BI よりデ

カルトが定式化した条件
BC

CL
=

N

BI

が得られる。逆も同様である。

A

B
O

CL D

I

F

E

N

図 6 デカルトの定式化の正当性

4 ニュートンとドボーヌ問題
4.1 「級数と流率の方法について」
ニュートンは 1671 年「級数と流率の方法について」において流率方程式*2を導入し、
多項式係数の完全形*3に対する解法と完全形でない場合の無限級数解法 (冪級数解法と漸
近冪級数解法)を与えた。そして完全形でない方程式の例として ẋx − ẋy + ẏa = 0を挙
げ背理法で証明した。

しかし、もし ẋx − ẋy + ẏa = 0 という方程式が示され、x と y の関係式 1
2x

2 −

*2 現代の概念と表記法を用いると、ニュートンは時間 tの関数である変数 x, y を流量、ẋ = dx
dt

, ẏ = dy
dt
を

それぞれ x, y の流率と呼んだ。 dy
dx

= ẏ
ẋ
を用いて流率方程式から tを消去すると微分方程式が得られる。

*3 微分方程式 p(x, y)dx + q(x, y)dy = 0 が ∂p(x,y)
∂y

=
∂q(x,y)

∂x
をみたすとき、完全形といい ∂Φ

∂x
=

p(x, y), ∂Φ
∂y

= q(x, y) をみたす関数 Φ(x, y)が存在する。このとき Φ(x, y) = C が一般解である。



xy+ay = 0を前述の方法で導いたとすると、問題 1により ẋx− ẋy− ẏx+ ẏa = 0

が導かれ、最初に提示した方程式と異なるのでこの手続きは誤りである。
[19, pp.84-87]

完全形でない流率方程式の例としてあげた ẋx− ẋy + ẏa = 0は、微分方程式
dx

dy
=

a

y − x

と同値であり、ドボーヌ問題から生じる流率方程式である。
つぎにニュートンは、現代的に表示したとき

ẏ

ẋ

[
=

dy

dx

]
= f(x, y)

となる完全形でない流率方程式に対し、4 つの例題により無限級数解法*4を説明した。
f(x, y)が実解析的であれば適用可能である。詳細は拙論 [12]に書いた。

4.2 ドボーヌ問題のニュートンによる解の推定
流率方程式

ẋx− ẋy + ẏa = 0 (4)

をどのように導き、どのような解を得たかについてニュートンは何も残してない。
(4) の導出方法はいくつか考えられるが、一番ありそうな方法を述べる。3.1 節の図 3

において、AB = aとおき、ACを x軸にとり上向きを正、ABを y 軸にとり左向きを正
とする直交座標を考える。X の座標を (x, y) とおくと、|x| > |y|, x < 0, y < 0 である。
そのとき、XH = x− y < 0で、HM = −aである。

ẋ

ẏ

[
=

dx

dy

]
=

HM

XH
=

−a

x− y
=

a

y − x

から (4)が従う。
ニュートンはどのような解を得たのであろうか。(4)を

ẏ

ẋ
= −x

a
+

y

a

と変形し、表 1を作成する。

*4 ニュートンは多項式係数の完全形に対する解法を特殊解法、特殊解法以外を一般解法と呼んだ。一般解
法は ẏ = f(x)ẋ あるいは ẋ = f(y)ẏ を場合 1、ẏ = f(x, y)ẋ あるいは ẋ = f(x, y)ẏ を場合 2 と呼ん
だ。無限級数解法は一般解法の場合 2に対するアルゴリズムである。[19, pp.86-113]



−x

a

y

a
∗ − x2

2a2
− x3

6a3
− x4

24a4
− x5

120a5

総計 −x

a
− x2

2a2
− x3

6a3
− x4

24a4
− x5

120a5

y = −x2

2a
− x3

6a2
− x4

24a3
− x5

120a4
− x6

720a5

表 1 ドボーヌ問題のニュートンによる解 (推定)

ニュートンが得た解は

y = −x2

2a
− x3

6a2
− x4

24a3
− x5

120a4
− x6

720a5
· · · .

と考えられる。現代の微積分を用いると

y = −a

∞∑
n=2

1

n!

(x
a

)n

= a+ x− ae
x
a .

と表せる*5。ここでは縦軸を x 軸、横軸は左側を正とする y 軸にとっているので、
座標平面を原点に関し +90◦ 回転させる、すなわち (x, y) を (y,−x) に置き換えると
x = −a− y + aey/a となる。y = a+ x− ae

x
a のグラフを図 7に、x = −a− y + ae

y
a の

グラフを図 8に示す。

*5 ホワイトサイド (D.T. Whiteside) は「彼 [ニュートン] は、実際には、ドボーヌ問題に対する解をど
こにも示していないが、この論文の文脈では、おそらくデカルトの初期条件である x = y = 0（これは
k = −aを決定する）を用いて、y(= x+ a+ kex/a)を xの無限級数として展開することを好んだだろ
う。」[19, p.85 (109)]と注釈した。
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5 ライプニッツとドボーヌ問題
ライプニッツは 1676年 7月「逆接線法」[6, pp.201-203][8, pp.211-216][5, pp.426-428]
において、デカルトによるドボーヌ問題の書簡 71と 79の 2つの定式化を別の問題と考
え、それぞれに解答を与えた。おそらく、ライプニッツは書簡 79の定式化による曲線が
軸と 45度で交わる漸近線を持つことに気がつかなかったためと思われる。
1684年 10月、ライプニッツが微積分について最初に出版した論文「分数式にも無理式
にも煩わされない極大・極小ならびに接線を求める新しい方法」[10][8, pp.296-307][16,

pp.272-280] の付録でドボーヌ問題として扱った問題は、逆接線問題ではあるがドボーヌ
問題ではない。微分方程式で表したときドボーヌ問題は dy

dx = a
y−x となるが、ライプニッ

ツが取り上げた問題は dw
w = dx

a である。

5.1 書簡 79の定式化によるドボーヌ問題に対する解
三浦 [8, p.213] が指摘しているように、ライプニッツは冒頭で比例の処理を誤った。

BC : CL = N : BJ を条件としているので、CL =
BC · BJ

N
=

y(y − x)

n
とすべきと

ころを、CL =
BC

BJ
=

yn

y − x
としている。[ ] 内に訂正を書く。さらにライプニッツは∫

ydx̄.*6と書くべきところを ∫
dxy あるいは ∫

dx̄y とした。これに関連する誤りも [ ]に
訂正する。

(図 7 参照) EAD は 45 度の角、ABO は曲線、BL は接線であるとし、縦線 BC-

*6 数式における上線 はカッコを表す。たとえば、∫
dx̄y =

∫
(d(x)y)である。



図 7 書簡 79の定式化に対するライプニッツの解答 [6, p.201](https://archive.org/)

対-CLは線 N-対-BJとすれば、[BC = y,AC = xとおくと]

CL =
BC = yn

BJ = y − x

[
CL =

BC · BJ
N

=
y(y − x)

n

]
CL = t(とすると)

t =
ny

y − x
,
n

t
=

y − x

y
= 1− x

y
,
x

y
=

t− n

t[
t =

y(y − x)

n
,
t

y
=

y − x

n

]
(また)

t

y
=

dx̄

dy

故に
dx̄

dy
=

n

y − x
, dx̄y − xdx̄ = dȳn

[
dx̄

dy
=

y − x

n
, ydȳ − xdȳ = ndx̄

]
故に ∫

dx̄y −
∫

xdx̄ = n

∫
dy

[∫
ydȳ −

∫
xdȳ = n

∫
dx̄

]
ところが、 ∫

dȳ = y,

∫
xdx̄ =

x2

2
,

[∫
ydȳ =

y2

2
,

∫
dx̄ = x,

]
また

∫
dx̄y は領域 ACBAであるから、[

ABを対角線とする長方形を ACBFとする。
∫

xdȳは領域 ABFAだから
]



領域 ABCAが

x2

2
+ ny または AC2

2
+ nBC.[

xy − y2

2
+ nx または ACBH− BC2

2
+ nAC.

]
となる曲線が求められている。[後略]

三浦・原訳 [8, pp.213-213]

ライプニッツは ∫
ydx =

x2

2
+ ny

[∫
ydx = xy − y2

2
+ nx

]
から y を求めると述べているが、両辺を xで微分すると

y = x+ n
dy

dx

[
y = y + x

dy

dx
− y

dy

dx
+ n

]
すなわち

dy

dx
=

y − x

n

[
dy

dx
=

n

y − x

]
となるので、スクリバ [15] が指摘したように、微分方程式を積分方程式

∫
ydx =

x2

2
+ ny

[∫
ydx = xy − y2

2
+ nx

]
に書き直しただけで解にはなってない。

5.2 書簡 79の定式化によるドボーヌ問題に対する解
ライプニッツは漸近線と軸のなす角を 45 度に固定しないで任意にとっている。また、
スクリバが指摘したように、dy

dx の符号を誤っている。(図 8において BR = x,RX = yと
おいているので、xが増加すれば y は減少するので、 dy

dx < 0) 符号の誤りは [ ]内に正す。

(図 8参照) RXを縦線、XNを接線とすると、RNは常に定長すなわち BCに等し
くなる。このような曲線の性質が問われているのです。この場合、私としては次の
ように行うのがよいと考えます。
先の RXとは直線 SVだけ異なる別の縦線を PVとする。明らかに、RNに平行な
XSを引くと、三角形 SVXと RXNは相似になるであろう。
RN = t = c定数、PR = SX = β = dx̄. BR = x, RX = y, SV = dy

とすれば、dȳ
dx

= [−]
y

t = c
となるであろう。故に [−]cy =

∫
ydx̄ あるいは [−]cdȳ =



図 8 ライプニッツの書簡 71の解答 [6, p.202](https://archive.org/)

ydx̄.

(中略)

さて、[−]c

∫
dy

y
=

a

f
z であったから、[−]

fc

a

∫
dy

y
= z, であり、これは対数曲線

に属する。
三浦・原訳 [8, pp.213-216]

dy
dx の符号を訂正しても、正しいのは [−]cy =

∫
ydx̄ までで、斜交座標を直交座標に変

換するところは正しくない。ライプニッツの結語

以上により、私たちはデカルト『書簡集』の第 3巻に見られる逆接線法の問題をす
べて解いたことになる。そのうちの一つは彼自身が解いたと『書簡集』の第 3 巻
書簡 79の 460頁で言われているが、解は存在しない。もう一つの問題は、解こう
としたが、彼にはそれができず、その線は変則的であって、他に表現法がなければ
まったく人知を超え、天使の力をも超えた表現によるほかない、と告白している。

三浦・原訳 [8, p.216]

の大部分は事実でない。特に後段の「その線は変則的であって、他に表現法がなければ
まったく人知を超え、天使の力をも超えた表現によるほかない、と告白している」は、ラ
イプニッツの　

フ ェ イ ク
作り話　である。



とはいえ、ドボーヌ問題に微分方程式を適用したこと、比例の処理を誤らなければ
dy

dx
=

n

y − x
を導いていたこと、式の形では与えることができなかったものの「(解曲線

は)対数関数に属する」と明示したことの 3点は評価に値するだろう。

6 ヨハン・ベルヌーイとドボーヌ問題
1742 年にクラメール (Gabriel Cramer) が編集したヨハン・ベルヌーイの『全集』に
はドボーヌ問題に関連する論文が 4編収録されている。表 2に初出と『全集』の巻、章、
ページを示す。

表 2 ヨハン・ベルヌーイのドボーヌ問題についての論考

初出 『全集』(1742)

ジュルナール・デ・サヴァン 1692, pp.598-599 Vol. 1, N◦ IX pp.62-63

学術紀要 1693 V, pp.234-235 Vol. 1, N◦ XI pp.65-66

学術紀要 1696 II, pp.82-85 Vol. 1, N◦ XXVII pp.145-148

Vol. 3, N◦ CXLIX. Lectio XI. pp.423-424

ベルヌーイがロピタル (Guillaume François Antoine de l’Hôpital) に対し 1691-92

年に個人講義した「積分計算講義録」*7は『全集』第３巻に収められている。「積分計算
講義録」の第 11 講は他の 3 編をほぼ網羅している*8ので、本節では第 11 講の後半 [3,

III,pp.423-424]を取り上げる。

もう一つの例は、ドボーヌ氏がデカルト氏に与えた問題である。この問題の解決法
は彼の著作には載ってないが、彼の書簡集 (III巻、書簡 71)に載っている。この方
法によれば、この問題の解決はそれほど簡単ではないようで、実際、一見すると、
この方法では問題は不可能に思える。しかし、変数を変更することで変数を分離す
ることが容易になり、双曲線の求積法が与えられれば、この問題は完全に解決でき
ることがわかる。なぜなら、曲線は機械的だからである。
[図 9 Fig.46 参照] 問題はこのようである。直線 AC は軸 AD と半直角をなし、E

*7 ベルヌーイの「積分計算講義録」は『全集』で初めて公刊された。第 8講から第 14講までは「逆接線法」
を扱っている。

*8 3編とも図 9と共通の図を用いている。N◦ IXは Fig.47、N◦ XIは Fig.46、N◦ XXVIIは Fig.46と
Fig.49である。



図 9 ベルヌーイの解法につけられた図 [3, III,p.426](京都大学数学教室貴重書)

は与えられた定線分とする。縦座標 BDと接線影 FDの比が Eと BCになるよう
な曲線 AB の性質は何か。
解法。AD = x,DB = y,E = a, とせよ、仮定より dy : dx = a : (y − x) とする
と、adx = ydy− xdy となる。この方程式から曲線の性質を見つけるには、積分す
るか、一方の辺に y と dy、他方の辺に xと dxが現れるように書き換えて求める。
そうすれば 2つの面積を求めることができ、それらを比較することで曲線の性質を
知ることができる。しかし、今求めた方程式を積分することはできないし、xと dx

を y と dy から分離することもできない。しかしながら、別の変数の値を代入する
ことで、別の式に変えることができる。それゆえ、y− x = z とせよ。そうすれば、
y = x+ z, dy = dx+ dz である。ちょうど求めたい方程式は adx = zdz + zdxあ
るいは adx − zdx = zdz そして dx = zdz : (a − z) に変換される。したがって、
これら 2つの変数は分離し、aを掛けると曲線 adx = adz : (a− z)となる。[以下
は図 9 Fig.47参照] そして、垂直線 GTと NHを描き、GN = GH = aとし、点
Hと Nを通り GTに平行な HVとMRを描き、NR = NGを仮定し、[GTの]垂
線 RS を描き、RM,RS を漸近線とする G を通る双曲線 LKG を描く：したがっ
て、GO = z、GQ = xの場合、KO = az : (a− z)であり、QIは常に aに等しい
ので、双曲線領域 KGO は長方形 HQ と等しくなり、直線 IQ,KO が交わる点 P



は、今求めた式 adx = azdz : (a− z)を満たす曲線 GPWを作り出す。[以下は図
9 Fig.48参照] しかし、これから目的の曲線 ABを構成するには、PZが横軸 GQ

に等しくなるように QPを Zに生成する以外に何の作業も必要ない；点 Zは目的
の曲線 AB上にある。なぜなら、PZ = GQ = x = ADであり、QP = z であるの
で、QP+ PZ = z + x = y = DBとなる。これが求めるべきものであった。

系 I NR は GPW の漸近線で [図 9 Fig.47]、QP = BC である [図 9 Fig.46, 47]。
この曲線 ABは ACに平行な漸近線を持つ [図 9 Fig.46]。
系 II 領域 ADB[の面積]は xy + ax− 1

2yy である [図 9 Fig.46]。

ヨハン・ベルヌーイは、dy
dx = a

y−x を adx = ydy − xdy と表し、変数変換 y− x = z を
行い変数分離形 dx = zdz

a−z に帰着させた。初期条件を x = 0のとき z = 0とすると対数
関数を用いれば

x = −z − a log
a− z

a

と表せるので、z = y − xと置き戻せば

y = −a log
a− y + x

a

が得られるが、17世紀末にはまだ対数関数は定義されてなかったので、ベルヌーイは解を
以下のように構成した。
Gを原点、GTを x-軸、NHを z-軸とし、GN = GH = NR = aに取る (図 9 Fig. 48

参照)。G を通り RS と RM を漸近線とする直角双曲線 LKG を描く。(LKG は方程式
z =

−ax

a− x
で表される。) GO = z および GQ = xとおくと KO = az : (a− z)となる。

領域KGOと長方形GQIHの面積が等しくなるように点 Pを取る。KGO =

∫ z

0

az

a− z
dz

と GQIH =

∫ x

0

adx, zdz = (a − z)dx より曲線 GPW が xz-平面における解になる。
z = y − xに置き戻すと xy-平面の解が得られる。
系 Iはロベルヴァルが発見した漸近線 (2節参照)の導出である。系 IIはライプニッツ
が比例の処理を誤まらなかったら導けたであろう面積 (5.1節参照)である。

7 おわりに
ドボーヌ問題は、17世紀の数学者にとって 2つの理由で難問であった。第 1の理由は、
解曲線が対数曲線、見方を変えれば指数曲線であることである。17世紀には対数関数お
よび指数関数は定義されてなかった。1848年にオイラー (Leonhard Euler)が『無限解析



序説』[4] において対数関数および指数関数を無限級数により定義した。第 2 の理由は、
微分方程式はそのままでは積分できず、さらに完全形でも、変数分離形でもないことで
ある。
ドボーヌ問題解決についての最初の貢献は、ロベルヴァルが漸近線の存在を見つけド
ボーヌに知らせたことである。漸近線はドボーヌあるいはメルセンヌからデカルトにも伝
えられたと考えられる。最大の貢献は、デカルトが漸近線への接線影が一定であることを
見出し、この性質を使って解曲線を提示し、2本の動く直線の交点として正確な構成法を
与えたことである。デカルトの構成法が正しいことは斜交座標における微分方程式を用い
て証明できる。さらに書簡 79における定式化は微積分を手にした後世の数学者に影響を
与えた。
ニュートンはドボーヌ問題を表す流率方程式が完全形でないことを証明した。ドボーヌ
問題の解は残ってないが、彼が考案した無限級数解法を適用して最初の数項を与えたと考
えられる。1 階流率方程式 ẏ

ẋ = f(x, y)[1 階常微分方程式 dy
dx = f(x, y)] に対する無限級

数解法は、f(x, y)が実解析的であれば変数分離形でなくても支障なく適用できる。
ヨハン・ベルヌーイは、微分方程式の変数を変換することで変数分離形に帰着させ、両
辺の積分に対応する 2つの面積がつねに等しくなるように解曲線を構成した。対数曲線の
代わりに双曲線の面積を用いたのである。
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