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まえがき

本講究録は, 筆者が 1993年度冬学期に上智大学大学院で行なった講義の際に準備した
講義ノートをもとに執筆したものである.

この講義の目標は, 多項式環や巾級数環に対するグレブナ基底の理論とアルゴリズムを
微分作用素環に拡張し, その応用として線型偏微分方程式系の解の構造を求めるアルゴリ
ズムを考察することである. ここで言うアルゴリズムとは, 実際の数式処理システム上に
implement が可能で, 実際の計算も (ある程度まで)実行可能なものを想定している.

線型偏微分方程式系の理論は, 微分作用素環上の加群の理論として 1970年前後から佐
藤幹夫, 柏原正樹, 河合隆裕, I.N. Bernstein などを始めとする人々によって飛躍的な発展
を遂げ, 現在では代数解析 (より正確には D-加群の理論あるいは超局所解析)として, 高
度な理論体系が構築されている.

我々の目標は, この代数解析あるいはD-加群の理論を, アルゴリズムの観点から見直す
ことである. このようないわば計算代数解析とでも呼ぶべき分野はまだ発展途上であり,

現在のところ D-加群の理論のうち極めて基礎的な部分が扱えるに過ぎないが, たとえば
(多項式係数の)線型偏微分方程式系の特性多様体, ホロノミー系のランク (解空間の次元)

と特異点 (singular locus), フックス型偏微分方程式系の特性指数などの計算アルゴリズム
は確立しており, 3変数くらいまでの偏微分方程式系に対しては, コンピュータでこれらの
量がかなり計算できるようになっている.

グレブナ基底 (Gröbner basis) の概念は, 1960年代に B. Buchberger により多項式環の
イデアルに対して導入され, それを計算するアルゴリズムも同時に提出された. これは多
項式環のイデアル, 更には多項式環上の有限生成加群の構造を計算するのに極めて有用で
あるのみならず, 連立代数方程式の解法などにも応用されるため, 現在では主要な数式処
理システムにはすべて implement されており, 最も基本的な数式処理アルゴリズムの一
つになっている.

一方同じ頃, 有名な特異点解消の論文において, 広中平祐は巾級数環のイデアルに対し
て標準基底 (standard base)の概念を導入している. そこでは標準基底を計算するアルゴ
リズムは与えられていないが, その後グレブナ基底との関連ないし相似性は広く認識され
るに至り, その関連で, 標準基底を求めるアルゴリズムもいくつか考案されている. そこ
でここでは巾級数環の標準基底のこともグレブナ基底と呼ぶことにする. 多項式環のグレ
ブナ基底は大域的な概念であり, 巾級数環のグレブナ基底は局所的な概念であると考えら
れる. 従って理論的な (特に幾何学的な)意味からすると, 巾級数環のグレブナ基底の方が
ある意味で簡明ではあるが, もちろん実際の計算は一般には多項式環の方が容易である.

さて微分作用素環には大別して多項式係数 (Weyl 代数)および巾級数係数 (解析的微分
作用素環)の２種があるが, 微分方程式論の立場からすると, たとえ多項式係数の微分方程
式系を扱っている場合でも, 解析的な微分作用素環の方が直接的な意味を持つ. しかしな
がら, 実際の計算は多項式係数の微分作用素環の場合の方がはるかに容易である. 従って,

特に微分方程式への応用の観点からは, どこまでが多項式係数の微分作用素環の計算で済
むのかを明らかにすることも重要な論点となる.

本講究録では, 特別な予備知識を仮定せず, まず 1章と 2章で多項式環と巾級数環に対
するグレブナ基底について解説し, 4章でそれが種々の微分作用素環に自然に拡張される
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ことを述べる. 更にその応用として 5章と 6章で D-加群に対する基本的なアルゴリズム
が得られることを述べる. 微分方程式系と D-加群の対応などの D-加群の理論の初歩につ
いては, 3章でなるべく予備知識を仮定せず解説するが, 講義の性格上, いくつかの基本的
な結果については, 証明なしで用いることにした. 7章 (補遺)では本文で証明を省略した
いくつかの事項について具体的な証明を与える. なお 1章から 5章まではほぼ講義ノート
に忠実であるが, 6章と 7章はあとで加筆したものである. 本講究録が, 今後のこの方面の
研究の発展に僅かでも資することができれば幸いである.

本講究録の (特に後半の)内容に関して, 微分作用素環のグレブナ基底とその応用につい
てパイオニア的な仕事をされている高山信毅氏には論文, 討論, 電子メールなどを通して
多くの刺激と示唆を受けました. 計算代数解析 (computational algebraic analysis)という
言葉も氏が夙に提唱かつ実践されていたものです.

また, 実際にアルゴリズムを数式処理システム Risa/Asir へ implement する際に, 富士
通情報社会科学研究所の下山武司氏と野呂正行氏に全面的な協力を頂きました. 特に本文
で挙げた例の多くは, 下山氏の作成した Weyl 代数のグレブナ基底プログラムを筆者が目
的に応じて書き換えたものを使用して計算したものです. 因みに同氏との共同研究が筆者
のこの分野の研究の端緒となったものです. 更に Risa/Asir の開発者である野呂氏には筆
者が Risa/Asir を使用する際に種々の便宜をはかって頂きました.

最後に, この講究録のもととなった講義をすることを薦めて下さると共に, このような
形で講義録を出版する機会を与えて下さった, 斎藤友克, 内山康一, 森本光生の諸先生を始
めとする上智大学数学教室の方々に心より感謝致します.

1994年 4月 30日
大阿久 俊則

WEB公開版への追記

本講究録のWEB公開に当たって，記述の誤りや不正確な箇所の修正を施しました．定
義や定理等の番号は変更されていませんが，当初使用したスタイルファイルが利用でき
ないため，体裁やページ数などは若干変更されています．WEB公開に当たってお世話に
なった上智大学の関係者の皆様に感謝いたします．

2014年 9月 30日
大阿久 俊則
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第1章 多項式環のグレブナ基底

1.1 多項式環のイデアルのグレブナ基底
ここでは K を一般の体とする. n を 1 以上の自然数として, 不定元 x1,. . .,xn につい
ての多項式環 R := K[x1, . . . , xn] を考察する. しばしば x = (x1, . . . , xn) として R =

K[x] と略記する. N を (0を含む)自然数全体の集合として, その n 個の直積 Nn の元
α = (α1, . . . , αn) を多重指数 (multi-index) あるいは単に指数 (exponent)と呼ぶ. α =

(α1, . . . , αn) を指数とするとき, |α| := α1 + · · · + αn を α の長さ (length)と呼ぶ. また
xα = x1

α1 · · · xnαn と略記する. 従って, R の元 f は有限和 f =
∑
α cαx

α (cα ∈ K) で表わ
される.

定義 1.1.1. Nn における全順序 (total order) ≺ が項順序 (term order, monomial order)

とは, 次の性質 (1), (2) を満たすことである. 但し, α,β,γ ∈ Nn とする. また α � β は
α ≺ β または α = β を表わす:

(1) α ≺ β ならば任意の γ に対して α + γ ≺ β + γ,

(2) 任意の α について 0 = (0, . . . , 0) � α.

以下このような項順序 ≺ を一つ固定する. 良く用いられるのは次の３つである. 但し
α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) とする.

(1) 辞書式順序 (lexicographic order) ≺L:

α ≺L β ⇐⇒ ∃j (αi = βi (∀i < j), αj < βj);

(2) 全次数–辞書式順序 (total degree–lexicographic order):

α ≺ β ⇐⇒ |α| < |β| or (|α| = |β|, α ≺L β);

(3) 全次数–逆辞書式順序 (total degree–reverse lexicographic order):

α ≺ β ⇐⇒ |α| < |β| or (|α| = |β|, α �L β);

ところで, 上記のような２つの指数 α, β に対して, αi ≤ βi がすべての i について成り
立つとき α ≤ β と書くことにする. 従って, ≤ は Nn の部分順序 (partial order)である.

α ≤ β のとき α � β が成立する. 実際このとき, 定義 1.1.1の (2)から β − α � 0 だから
(1)から

α = α + 0 � α+ (β − α) = β
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である.

さて, 固定したひとつの項順序 ≺ に関して, 多項式 f ∈ R の leading exponent,

leading coefficient, leading term を次のように定義する.

定義 1.1.2. f =
∑
α cαx

α ∈ R \ {0} に対して, 有限集合 {α | cα 6= 0} の全順序 ≺ に関す
る最大元を β とするとき,

lexp(f) := β, lcoef(f) := cβ, lterm(f) := cβx
β.

補題 1.1.3. f, g ∈ R \ {0} に対して, f + g 6= 0 ならば

lexp(fg) = lexp(f) + lexp(g),

lcoef(fg) = lcoef(f)lcoef(g),

lterm(fg) = lterm(f)lterm(g).

証明: 最後の等式を証明すれば十分. lterm(f) = axα, lterm(g) = bxβ として f ′ :=

f − lterm(f), g′ := g − lterm(g) とおくと

fg = abxα+β + axαg′ + bxβf ′ + f ′g′.

ここで右辺の第２項以降は, γ � α かつ δ ≺ β, あるいは γ ≺ α かつ δ � β をみたすよう
な γ, δ と c ∈ R を用いて cxγ+δ という形に表わされるような単項式の和になる. このと
き, 項順序の定義より

γ + δ � γ + β � α+ β

かつ γ + δ 6= α+ β であるから lterm(fg) = lterm(f)lterm(g) を得る. 2

補題 1.1.4. f, g ∈ R に対して, f + g 6= 0 ならば lexp(f + g) � max ≺{lexp(f), lexp(g)}
が成立する. (max ≺ は ≺ に関する最大元を表わす.)

証明: lexp(f) � lexp(g) と仮定しても一般性を失わない. もし lexp(f) � lexp(g) なら
lexp(f + g) = lexp(f); もし lexp(f) = lexp(g) ならば (leading term が打消し合う可能性
があるので) lexp(f + g) � lexp(f) となる. 2

定義 1.1.5. Nn の部分集合 Lがモノイデアル (monoideal)とは, 任意の α ∈ Lと β ∈ Nn

に対して α + β ∈ L が成立すること. また, Nn の部分集合 S に対して, 集合

mono(S) := {α + β | α ∈ S, β ∈ Nn}

のことを S の生成するモノイデアルと呼ぶ. (これが実際にモノイデアルになることを確
かめよ. ) 更に, Nn のある有限部分集合 S が存在して, L = mono(S) となっているとき,

モノイデアル L は有限生成であるという.

補題 1.1.6. (Dickson の補題) (1) Nn の任意のモノイデアルは有限生成である.
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-

6

n = 2, S = {(2, 0), (1, 1), (0, 3)}
の場合の mono(S)

(2) L1, L2, L3, . . . を Nn のモノイデアルの増大列 (i.e. L1 ⊂ L2 ⊂ L3 . . .) とすると, あ
る自然数 k が存在して, Lj = Lk が任意の j ≥ k について成立する.

証明: (1) と (2) の同値性をまず示しておく.

(1) ⇒ (2): L :=
∪∞
j=1 Lj もモノイデアルであることは明らかだから, (1) により L は有

限集合 S で生成される. S ⊂ L より, ある自然数 k が存在して, S ⊂ Lk. すると j ≥ k の
とき Lj は S で生成されるから, Lj = Lk が成立する.

(2) ⇒ (1): モノイデアル L が有限生成でないとすると, L の有限部分集合の増大列
S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂ . . . で mono(Sj) 6= mono(Sj+1) (∀j) なるものが構成できる. これは (2)

に反する.

次に補題を次元 n に関する帰納法で示す.

n = 1 のとき: L をN のモノイデアルとして, d := min{α ∈ N | α ∈ L} とおけば, L

はモノイデアルだから {α ∈ N | α ≥ d} ⊂ L. 一方, d の定義から逆の包含関係も明らか.

従って L は {d} で生成されるモノイデアルである.

n− 1 については補題は証明されたとする. L を Nn のモノイデアルとして, 各自然数
j に対して,

Lj = {(α1, . . . , αn−1) ∈ Nn−1 | (α1, . . . , αn−1, j) ∈ L}

と置く. 定義から, {Lj} は Nn−1 のモノイデアルの増大列である. 従って帰納法の仮定か
ら, 各 Lj はある有限集合 Sj で生成され, さらにある自然数 k が存在して, 任意の j ≥ k

に対して Lj = Lk が成立する.

S :=
k∪
j=0

{(α′, j) | α′ ∈ Sj}

とおく. L がこの有限集合 S で生成されることを示せば十分である. (α′, j) ∈ L とする.

もし 0 ≤ j ≤ k ならば, ある β′ ∈ Sj と γ′ ∈ Nn−1 が存在して α′ = β′ + γ′ が成立するの
で (α′, j) = (β′, j) + (γ′, 0) ∈ mono(S) を得る. また j > k のときは Lj = Lk から, 上と
同じ理由で (α′, k) ∈ mono(S) となって, (α′, j) = (α′, k) + (0, j − k) ∈ mono(S) を得る.

以上によって L = mono(S) が示された. 2
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補題 1.1.7. Nn の任意の部分集合は ≺ に関して最小元を持つ; すなわち ≺ は整列順序
(well-order)である.

証明: L を Nn の部分集合とする. Dickson の補題により, mono(L) は有限集合 S で生
成される. S の順序 ≺ に関する最小元を α とする. このとき, α ∈ L をまず示そう. 実
際, α ∈ S ⊂ mono(L) より, ある β ∈ L があって α ≥ β となる. 一方 β ∈ L ⊂ mono(S)

より, β ≥ γ なる γ ∈ S が存在する. 以上により α ≥ γ, 従って α � γ となるが, α のと
り方から α = γ, 従って α = β ∈ L を得る.

さて, 補題を証明するためには α が L の ≺ に関する最小元であることを示せば十分
である. L のある元 β が β ≺ α を満たしたと仮定する. L は S で生成されるから, ある
γ ∈ S が存在して γ ≤ β 従って γ � β となる. これと β ≺ α より γ ≺ α となるが, γ ∈ S
であったから, これは α の最小性に反する. 2

補題 1.1.8. モノイデアル L ⊂ Nn に対して, それを生成するような (包含関係の意味で)

最小の有限集合 S0 が存在する.

証明:

S0 = {α ∈ L | α ≥ β かつ α 6= β なる β ∈ L は存在しない }

が補題の条件をみたすことを示す.

(1) S0 が L を生成すること: α ∈ L を固定して, 集合 {β ∈ L | β ≤ α} の順序 ≺ に関
する最小元を γ とおく (この集合は α を含むから空でない). このとき, γ の最小性から直
ちに γ ∈ S0 が従う. 従って L は S0 で生成される.

(2) S0 の最小性: 有限集合 S ⊂ Nn が L を生成したとする. α ∈ S0 とすると, α ≥ β な
る β ∈ S ⊂ L が存在する. S0 の定義により, このとき β = α でなければならない. 従っ
て S0 ⊂ S である. 2

一般に多項式環 R の部分集合 S に対してE(S) := {lexp(f) | f ∈ S, f 6= 0} とおく.

補題 1.1.9. I を R のイデアルとすると, E(I) は Nn のモノイデアルである.

証明: f を I の任意の元, β を任意の指数とする. xβf ∈ I より lexp(xβf) = lexp(f)+β ∈
E(I), すなわち E(I) はモノイデアルである. 2

定義 1.1.10. (グレブナ基底) I を多項式環 R のイデアルとする. I の有限部分集合 G

が I の (順序 ≺ に関する)グレブナ基底 (Gröbner basis)とは, 次の２条件が成り立つこと:

(1) I は G で生成されるイデアル;

(2) E(I) = mono(E(G)).

さらに, E(G) が E(I) を生成する最小の集合 (cf. 補題 1.1.8) であるとき, G を極小グレ
ブナ基底 (minimal Gröbner basis) と呼ぶ.
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イデアル I に対して I の極小グレブナ基底 G は必ずしも一意的ではないが, E(G) は
補題 1.1.8 により一意的である (極小と呼ぶ理由).

G を R の有限部分集合, f を R の任意の元とするとき, f の G による簡約操作
(reduction)を次のアルゴリズムで定義しよう. なおアルゴリズムを簡潔に記述するため,

以下では

while (条件) { 実行文; . . .}

などのC言語風の表現を用いる.

アルゴリズム 1.1.11. (簡約操作)

Input: f ∈ R and a finite set G ⊂ R;

while (f 6= 0 and lexp(f) ∈ mono(E(G))) {
Choose g ∈ G such that lexp(f) ≥ lexp(g);

f := f − (lterm(f)/lterm(g))g;

}
Output: f ;

命題 1.1.12. 上のアルゴリズムは停止して, その output f は f = 0 または lexp(f) 6∈
mono(E(G)) をみたす.

証明: lexp(f) ≥ lexp(g) のとき lterm(f) = lterm((lterm(f)/lterm(g))g) であるから
f1 = f − (lterm(f)/lterm(g))g とおけば lexp(f1) ≺ lexp(f) が成立する. もし上のアルゴ
リズムが停止しない (すなわち while の条件式が無限に成立し続ける)と仮定すると, 多項
式の列 f , f1, f2,. . . で lexp(f) � lexp(f1) � lexp(f2) � . . . となるものが存在することに
なるが, これは ≺ が整列順序であることに反する. 2

定義 1.1.13. 上のアルゴリズムの output を red(f,G) で表わし, f の G による簡約
(reduction)と呼ぶ. これは各ステップ毎の g の選び方によるので, 必ずしも f と G から
一意的に決まる訳ではない. (g を選ぶ規則を予め与えておけば一意的にはできる.)

なお, f と G を上記のようにとるとき, f 6= 0 かつ lexp(f) ∈ mono(E(G)) ならば f は
G に関して可約 (reducible),そうでなければ既約 (irreducible)という. またアルゴリズム
1.1.11 において lexp(f) ≥ lexp(g) で f ′ := f − (lterm(f)/lterm(g))g のとき f−→

g
f ′, さら

に r = red(f,G) のとき f−→
G
r と書くことがある.

命題 1.1.14. 任意の f ∈ R と R の任意の有限集合 G = {g1, . . . , gs} に対して, ある簡約
操作により, r = red(f,G) とすると,

(1) f − r は G の生成するイデアル I に含まれる;

(2) r = 0 または lexp(r) 6∈ mono(E(G));

(3) ある q1,. . .,qs ∈ R が存在して, f =
∑s
i=1 qigi + r かつ各 i について qi = 0 または

lexp(qigi) � lexp(f) (従って r = 0 または lexp(r) � lexp(f)).
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証明: (2) は定義から明らか. (1) は (3) から従うから (3) を示せば十分. f が G に関し
て既約ならば r = f , q1 = . . . = qs = 0 とすればよい. f が可約ならば, 上のアルゴリズ
ムから単項式の有限列 m1, . . . ,mN と, 集合 {1, . . . , s} に値を取る有限数列 i(1), . . . , i(N)

が存在して,

f = m1gi(1) + · · ·+mNgi(N) + r (1.1)

かつ

lexp(f) = lexp(m1gi(1)) � lexp(m2gi(2)) � . . . � lexp(mNgi(N)) � lexp(r)

をみたす. (1.1) の左辺を g1, . . . , gs について整理して命題の結論を得る. 2

命題 1.1.15. I を R のイデアル, G を I の有限部分集合でmono(E(G)) = E(I) をみた
すものとすると, G は I のグレブナ基底である.

証明: G が I を生成することを示せばよい. G = {g1, . . . , gs} とおく. f を I の任意の
元として, ある簡約操作により r := red(f,G) とする. r 6= 0 ならば簡約操作の定義から
lexp(r) 6∈ mono(E(G)) = E(I) であるが, これは r = f − (f − r) ∈ I に矛盾する. 従って
r = 0 となり, 命題 1.1.14 から, ある q1, . . . , qs ∈ R が存在して f =

∑s
j=1 qsgs となる. 故

に I は G で生成される. 2

命題 1.1.16. I を R のイデアルとすると I のグレブナ基底は存在する.

証明: Dickson の補題により, モノイデアル E(I) は Nn のある有限集合 S により生成さ
れる. S の各元 α に対して lexp(f) = α なる f ∈ I が存在するから, I の有限部分集合 G

で {lexp(f) | f ∈ G} = S を満たすものが存在する. このとき mono(E(G)) = mono(S) =

E(I) であるから, 上の命題によってG は I のグレブナ基底である. 2

これから直ちに Hilbert の基底定理が従う:

系 1.1.17. 多項式環 R はネター (Noether)環である. すなわち, R の任意のイデアルは
有限生成である.

命題 1.1.18. I, J が R のイデアルで, I ⊂ J かつ E(I) = E(J) とすると, I = J である.

証明: G を I のグレブナ基底とすると, 仮定と命題 1.1.15 により G は J のグレブナ基
底でもある. 従って I = J を得る. 2

以下の目標は, イデアル I の生成元からグレブナ基底を計算するアルゴリズムを得るこ
とである. それには簡約操作と下記に定義する S-多項式が用いられる.

２つの指数 α = (α1, . . . , αn) と β = (β1, . . . , βn) に対して,

α ∨ β := (max{α1, β1}, . . . ,max{αn, βn})

と置く.
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定義 1.1.19. (S-多項式) f, g ∈ R に対して,

α := (lexp(f) ∨ lexp(g))− lexp(f), β := (lexp(f) ∨ lexp(g))− lexp(g)

とおいて, f と g の S-多項式 (S-polynomial) sp(f, g) を

sp(f, g) = lcoef(g)xαf − lcoef(f)xβg

で定義する.

定義から lexp(sp(f, g)) ≺ lexp(f) ∨ lexp(g) が従う. 次の定理がグレブナ基底の理論の
key point である.

定理 1.1.20. G = {g1, . . . , gs} を R の有限部分集合, I を G の生成する R のイデアル
とするとき, 次の条件 (1)–(3) は同値:

(1) G は I のグレブナ基底;

(2) f ∈ I のとき f の G による任意の簡約操作により red(f,G) = 0 となる.

(3) 任意の gi, gj ∈ G に対して, ある qij1, . . . , qijs ∈ R が存在して

sp(gi, gj) = qij1g1 + · · ·+ qijsgs

かつすべての k = 1, . . . , sについて qijk = 0または lexp(qijkgk) ≺ lexp(gi)∨ lexp(gj)

が成立する.

証明: (1) ⇒ (2): f ∈ I として, ある簡約操作により r := red(f,G) 6= 0 となったとする.

定義から lexp(r) 6∈ E(G) = E(I) であるが, 命題 1.1.14 の (1)から r ∈ I であるから, こ
れは矛盾である.

(2) ⇒ (3): sp(gi, gj) ∈ I であるから, (2)より, 任意の簡約操作によって

red(sp(gi, gj),G) = 0

となる. 従って命題 1.1.14 から (3) が従う.

(3) ⇒ (1): G = {g1, . . . , gs} とする. ここで lcoef(gk) = 1 (k = 1, . . . , s) と仮定してお
いても一般性を失わない. (3)を仮定すると, i 6= j なる {1, . . . , s} の各々の組 (i, j) に対
して, 多項式 qij1, . . . , qijs が存在して,

sp(gi, gj) =
s∑

k=1

qijkgk, (1.2)

かつ qijk 6= 0 ならば lexp(qijkgk) ≺ lexp(gi) ∨ lexp(gj) が成り立つ.

さて f ∈ I とする. このとき lexp(f) ∈ mono(E(G)) を示せばよい. そのために
は, ある q1, . . . , qs ∈ R が存在して f =

∑s
k=1 qkgk かつ各 k について qk = 0 または

lexp(qkgk) � lexp(f) とできることを示せば十分である. 実際このとき, ある k について
lexp(f) = lexp(qkgk) ∈ mono(E(G)) を得る.
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上記の証明のため, f に対して

f =
s∑

k=1

qkgk, (q1, . . . , qs ∈ R) (1.3)

という形の表示の全体を考え, その中で, max ≺{lexp(qkgk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0} が順序 ≺
について最小になるものを一つとり, それを改めて (1.3)とみなすことにする. (f ∈ I よ
りこのような表示は少なくともひとつ存在し, また ≺ が整列順序であるから, 上の意味で
最小な表示を一つ選べる.) ただし, ここで max ≺ は ≺ に関する最大元を表わす. このよ
うな最小性をもつ表示 (1.3) を一つ固定する.

α := max ≺{lexp(qkgk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0}

とおく. 上の注意により α = lexp(f) ならば (1) が証明できたことになる.

そのため以下では α 6= lexp(f) (従って α � lexp(f)) と仮定しよう. g1, . . . , gs を並べ替
えて, 1 ≤ k ≤ ` のとき lexp(qkgk) = α, ` < k ≤ s のとき lexp(qkgk) ≺ α または qk = 0 が
成立するとしてよい. q′k := qk − lterm(qk), lterm(qk) = ckx

β(k)
, α(k) := lexp(gk) とおくと,

f =
∑̀
k=1

lterm(qk)gk +
∑̀
k=1

q′kgk +
s∑

k=`+1

qkgk. (1.4)

ここでこの第一項を次のように変形する:

∑̀
k=1

lterm(qk)gk =
∑̀
k=1

ckx
β(k)

gk

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)(x
β(k)

gk − xβ
(k+1)

gk+1) + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

g`. (1.5)

ここで 1 ≤ k ≤ ` のとき α(k) + β(k) = α が成り立つことから, α(k) ∨ α(k+1) ≤ α となり,

γ(k) := α− α(k) ∨ α(k+1) とおけば (1.2) と (1.5) から

∑̀
k=1

lterm(qk)gk =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

sp(gk, gk+1) + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

g`

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,νgν + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

g`. (1.6)

γ(k) + lexp(qk,k+1,νgν) ≺ γ(k) + α(k) ∨ α(k+1) = α だから, もし c1 + · · · + c` 6= 0 ならば,

(1.4) と (1.6) から lexp(f) = α となり, 仮定に反する. 従って c1 + · · ·+ c` = 0 である. こ
のことと (1.4), (1.6) から

f =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,νgν +
∑̀
k=1

q′kgk +
s∑

k=`+1

qkgk

を得る. この右辺の各項の leading exponent は ≺ に関して α より小さいから, これは
(1.3) の最小性に矛盾する. 以上により (1.3) において α = lexp(f) とできることが示さ
れた. 2

これから直ちにグレブナ基底を構成するアルゴリズム (Buchberger アルゴリズム) を
得る:
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アルゴリズム 1.1.21. (多項式環のグレブナ基底)

Input: a finite set G ⊂ R;

while (∃(f, g) ∈ G×G such that r := red(sp(f, g),G) 6= 0)

G := G ∪ {r};
Output: G;

ここで, r を計算する際の簡約操作は, 自由に選んでよい. また sp(f, f) = 0 であるから
f 6= g なる f, g についてだけ調べれば十分である.

命題 1.1.22. 上のアルゴリズムは停止して, その output G はG の生成するイデアル I

のグレブナ基底である.

証明: (1) アルゴリズムが停止すること: 上のアルゴリズムの while ループの実行毎
の G を添字を付けてG0,G1,G2, . . . と書こう. もしアルゴリズムが停止しないとする
とG0 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ . . . という可算増大列が得られる. {mono(E(Gj))} はモノイデ
アルの増大列である. 従って Dickson の補題からある自然数 k があって j ≥ k のとき
mono(E(Gj+1)) = mono(E(Gj)) が成立する. Gj+1 = Gj ∪ {rj} とすると, rj 6= 0 か
つ lexp(rj) 6∈ mono(E(Gj)) であるから, mono(E(Gj+1)) 6= mono(E(Gj)) となり矛盾で
ある.

(2) output G が I のグレブナ基底であること: アルゴリズム中の r はまた I に属する
から G が I を生成することは, アルゴリズムの実行中保存される. アルゴリズムが停止
したとき, 任意の f, g ∈ G について, 適当な簡約操作により red(sp(f, g),G) = 0 となっ
ているから定理 1.1.20 により, G は I のグレブナ基底である. 2

アルゴリズム 1.1.23. (極小グレブナ基底)

Input: a finite set G ⊂ R;

G := the output of Algorithm 1.1.21 with input G;

while (∃g ∈ G such that lexp(g) ∈ E(G \ {g}) )

G := G \ {g};
Output: G;

命題 1.1.24. 上のアルゴリズムは停止して, その output は G の生成するイデアル I の
極小グレブナ基底である.

証明: アルゴリズムの実行中 G は真に減少するから, アルゴリズムが停止することは
明らか. また g ∈ G が lexp(g) ∈ E(G \ {g}) をみたすとき, mono(E(G \ {g})) =

mono(E(G)) = E(I) であるから, G が I のグレブナ基底であることはアルゴリズムの実
行中保存される.

さて G を output とすると, すべての g ∈ G について lexp(g) 6∈ E(G \ {g}) が成立す
るからE(G \ {g}) は E(I) を生成しない. すなわち E(G) は E(I) を生成する最小の集
合である. 2

グレブナ基底の応用として, まず次の命題を得る:
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命題 1.1.25. R の元 f と R のイデアル I が与えられたとする. G を I のグレブナ基底
とするとき, 次の 3つの条件は同値である:

(1) f ∈ I;

(2) 任意の簡約操作により red(f,G) = 0;

(3) ある簡約操作により red(f,G) = 0.

従って, 勝手な簡約操作により r := red(f,G) となったとき, r = 0 ならば f ∈ I; f 6= 0

ならば f 6∈ I である.

証明: (1) ⇒ (2) は定理 1.1.20 の (2) から従う.

(2) ⇒ (3) は自明.

(3) ⇒ (1): r := red(f,G) とおくと 命題 1.1.14 より f ∈ I ⇔ r ∈ I であるから, r = 0

ならば f ∈ I. 2

次に, グレブナ基底を用いて R のイデアル I による剰余環 R/I の構造を考察しよう.

定義 1.1.26. G を R の有限部分集合とする. R の元 f =
∑
α cαx

α が G に関して完全既
約 (completely irreducible)とは, f のすべての単項式が G に関して既約, すなわち cα 6= 0

ならば α 6∈ mono(E(G)) となることである. f が G に関して完全既約でないとき,

redlexp(f) := max ≺{α | cα 6= 0, α ∈ mono(E(G))},
redlterm(f) := cαx

α (α := redlexp(f))

とおく.

アルゴリズム 1.1.27. (完全簡約操作)

Input: f ∈ R and a finite set G ⊂ R;

while (f is not completely irreducible with respect to G) {
Choose g ∈ G such that redlexp(f) ≥ lexp(g);

f := f − (redlterm(f)/lterm(g))g;

}
Output: f ;

命題 1.1.28. 上のアルゴリズムは停止して,その output f は Gに関して完全既約である.

証明: アルゴリズムが停止することを示せばよい. もし停止しなかったとして, while

ループの実行ごとの f を添え字をつけて f0 = f, f1, f2, . . . と表わすことにする. fj に
対し redlexp(fj) ≥ lexp(g) なる g ∈ G を選ぶと, lterm((redlterm(fj)/lterm(g))g) =

redlterm(fj) であり, redlterm(fj) より大きな指数を持つ fj と fj+1 の項はすべて一致す
るから, redlexp(fj) � redlexp(fj+1) となる. これがすべての自然数 j について成立する
ことになり, ≺ が整列順序であることに反する. 2

redlexp(f) � lexp(f) であるから, 完全簡約操作に対しても命題 1.1.14 が成立すること
は明らかであろう. 従って定理 1.1.20 の (2) の簡約操作を完全簡約操作で置き換えても
よい.
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命題 1.1.29. G を R のイデアルのグレブナ基底とすると, f ∈ R の G による完全簡約
操作の結果は (アルゴリズム中の g の選び方によらず)一意的に定まる。

証明: f の G による２つの完全簡約操作の結果を r1,r2 とする. G の生成するイデアル
を I とすると, r1 − r2 ∈ I は G に関して完全既約である. 従って特に, r1 − r2 6= 0 なら
ば lexp(r1 − r2) 6∈ mono(E(G)) = E(I) となるが, これは r1 − r2 ∈ I に反する. 従って
r1 = r2 である. 2

定理 1.1.30. I を R のイデアルとして S(I) := Nn \ E(I) とおくと, 剰余環 R/I は K

上のベクトル空間として, 直和 K(S(I)) :=
⊕

α∈S(I)Kx
α に同型である.

証明: K-線型写像 ϕ : K(S(I)) −→ R/I を f =
∑
α∈S(I) cαx

α に対して f の R/I での剰
余類 [f ] を対応させる写像として定義する. (K-線型であることは明らか.) G を I のグレ
ブナ基底とする.

(1) ϕ が単射であること: ϕ(f) = 0 とすると f ∈ I. ところが f 6= 0 とすると f は G

に関して完全既約であるから lexp(f) 6∈ mono(E(G)) = E(I). これは f ∈ I に矛盾する.

(2) ϕ が全射であること: f ∈ R に対して f の G による完全簡約操作の結果を r とす
る. このとき f − r ∈ I かつ r ∈ K(S(I)) であるから ϕ(r) = [r] = [f ] となる. 2

系 1.1.31. I を R のイデアル, G を I のグレブナ基底とするとき次の条件は同値 (dimK

は K 上のベクトル空間の次元, ] は集合の元の個数を表わす):

(1) dimK(R/I) = ]S(I) <∞;

(2) 各 i = 1, . . . , n に対してある αi ∈ N が存在して, (0, . . . ,
(i)
αi, . . . , 0) ∈ E(G).

証明: 上の定理から dimK(R/I) = ]S(I) は明らか. (1) を仮定して (2) を否定すると, あ
る i について, すべての k ∈ N に対して

(0, . . . ,
(i)

k , . . . , 0) 6∈ mono(E(G)) = E(I).

従って S(I) は無限集合となり (1) に反する.

(2) を仮定すると β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn が βi ≥ αi (∃i) をみたすとき β ∈ E(I) とな
るから E(I) に含まれない Nn の元は高々有限個, すなわち (1) が成立する. 2

上の条件がなりたつとき, 各 α, β ∈ S(I) に対して xα+β の G に関する完全簡約操作の
結果を r(α, β) とおけば, 積 xα · xβ := r(α, β) によってK(S(I)) が R/I と同型な環にな
る. すなわち R/I の具体的な環構造を計算できる.

さらに K が代数閉体のときは系 1.1.31 の条件 (1), (2) は代数集合 {x = (x1, . . . , xn) ∈
Kn | f(x) = 0 (∀f ∈ I)} が高々有限集合となることと同値であることもわかるが, 証明に
はグレブナ基底の他に, 終結式 (resultant)の理論も必要となる ([CLO] 参照).

最後に計算例をあげる.

例 1.1.32. n = 2 として x = x1, y = x2 と書く.

f1 := xy − 1, f2 := x2 − y

とおき f1, f2 の生成する K[x, y] のイデアルを I と書く. (K は標数 0 の体とする.)
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(1) 全次数–辞書式順序では G = {xy − 1, x2 − y, y2 − x} が I の極小グレブナ基底とな
り E(G) = {(1, 1), (2, 0), (0, 2)} となって dimK K[x, y]/I = 3 を得る.

(2) 辞書式順序では G = {x − y2, y3 − 1} が I の極小グレブナ基底となり E(G) =

{(1, 0), (3, 0)} でやはり dimK K[x, y]/I = 3 を得る.

問題 1. (1) 上の例の (1),(2) を手計算で確かめよ.

(2) 上の例で K[x, y]/I の乗法の表を作れ. すなわち, 上の記号で, 各 α, β ∈ S(I) に対
して r(α, β) を計算せよ.

例 1.1.33. n = 3 として x = x1, y = x2, z = x3 と書いて

f1 := x3 − y2, f2 := y3 − z2, f3 := z3 − x2

とおいて f1, f2, f3 が K[x, y, z] で生成するイデアル I のグレブナ基底を計算すると次の
ようになる (但し, K は標数 0 の体とする):

(1) 全次数–辞書式順序では, G := {f1, f2, f3} 自身が極小グレブナ基底で

E(G) = {(3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3)}.

(2) 辞書式順序では,

G := {x2 − z3, xz2 − z13, y2 − z14, yz2 − z9, z21 − z2}

が極小グレブナ基底で,

E(G) = {(2, 0, 0), (1, 0, 2), (0, 2, 0), (0, 1, 2), (0, 0, 21)}

となる.

計算には数式処理システム risa/asir のグレブナ基底パッケージ (富士通研究所の野呂正
行氏, 下山武司氏による)を用いた. このパッケージを load すると例えば

gr([F1,F2,F3],[x,y,z]);

により変数 x, y, z の多項式 F1, F2, F3 の (極小)グレブナ基底が (リストとして)得られ
る. ここで項順序 ≺ は大域変数 Ord で制御され,

Ord = 0 (default) のときは全次数–逆辞書式順序;

Ord = 1 のときは全次数–辞書式順序;

Ord = 2 のときは辞書式順序

となる. ただし辞書式順序は変数リストの順番に従う. (詳しくは [Nor], [SN] を参照のこ
と.)
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問題 2. (1) 例 1.1.33 の (1) を手計算で確かめよ.

(2) 例 1.1.33 の (2) から dimK K[x, y, z]/I = 27 を確かめよ.

(3) 例 1.1.33 の (1) を用いて, K(S(I)) の K[x, y, z]/I と同型な環としての乗法表を
作れ.

問題 3. Gを R の有限部分集合とする. f, g ∈ Gが lexp(f)∨ lexp(g) = lexp(f)+ lexp(g)

をみたすとき, ある a, b ∈ R が存在して

sp(f, g) = af + bg

かつ
lexp(af), lexp(bg) ≺ lexp(f) ∨ lexp(g)

が成立することを示せ. またこれを用いて, アルゴリズム 1.1.21 において, このような
f, g ∈ G については S-多項式とその簡約操作の計算は不要であることを示せ. (ヒント:

fg − gf = 0 に注意せよ.)

1.2 多項式環上の加群のグレブナ基底
ここでは, 前節と同じく R := K[x] を n 変数多項式環として, R 上の階数 r の有限生
成自由加群 Rr の R-部分加群 N を扱おう. r 次元単位ベクトル ~ei := (0, . . . ,

(i)

1 , . . . , 0) を
用いると, Rr の任意の元 ~f は

~f = (f1, . . . , fr) =
r∑
i=1

fi~ei =
r∑
i=1

∑
α

cαix
α~ei (cαi ∈ K) (2.1)

と書ける.

≺ を Nn の一つの項順序として, 集合 Nn × {1, . . . , r} の順序 ≺r で次の性質を満たす
ものを考える (α, β, γ ∈ Nn, i, j ∈ {1, . . . , r} とする):

(r-1) (α, i) ≺r (β, i)⇐⇒ α ≺ β;

(r-2) (α, i) ≺r (β, j) ならば, 任意の γ について (α + γ, i) ≺r (β + γ, j).

例 1.2.1. (1) ≺ を任意の項順序として,

(α, i) ≺r (β, j) ⇐⇒ (i < j) or (i = j, α ≺ β)

(2) ≺ を全次数–辞書式順序として

(α, i) ≺r (β, j) ⇐⇒ (|α| < |β|)
or (|α| = |β|, i < j)

or (|α| = |β|, i = j, α ≺ β)
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問題 1. 例 1.2.1 の (1), (2) の ≺r が条件 (r-1),(r-2) を満たすことを示せ. また, 他の例を
一つ挙げよ.

以下では, 条件 (r-1), (r-2) を満たす順序 ≺r を固定して, (2.1) の ~f ∈ Rr \ {0} に対し
て, その leading exponent を

lexp(~f) := max ≺r{(α, i) | cαi 6= 0}

で定義し (α, i) := lexp(~f) とするとき, ~f の leading point, leading term, leading

coefficient を
lp(~f) := i, lterm(~f) := cαix

α, lcoef(~f) = cαi

で定義する. 以上の定義のもとで, 前節の R のイデアルの場合の議論がほとんど機械的に
Rr の部分加群に対して拡張される. 以下では α, β ∈ Nn と i ∈ {1, . . . , r} に対して

(α, i)± β = (α± β, i), (α, i)± (β, i) = (α± β, i), (α, i) ∨ (β, i) = (α ∨ β, i)

などと書く.

補題 1.2.2. ~f ∈ Rr と a ∈ R に対して (~f 6= 0, a 6= 0 とする)

lexp(a~f) = lexp(~f) + lexp(a),

lcoef(a~f) = lcoef(a)lcoef(~f),

lterm(a~f) = lterm(a)lterm(~f).

補題 1.2.3. ~f,~g ∈ Rr に対して,

lexp(~f + ~g) �r max ≺r{lexp(~f), lexp(~g)}

が成立する.

問題 2. 補題 1.2.2 と 1.2.3 を証明せよ.

定義 1.2.4. Nn × {1, . . . , r} の部分集合 L がモノイデアルとは, 任意の i ∈ {1, . . . , r}
に対して Li := {α | (α, i) ∈ L} が Nn のモノイデアルであること. また集合 S ⊂
Nn × {1, . . . , r} に対して

mono(S) := {(α, i) + β = (α + β, i) | (α, i) ∈ S, β ∈ Nn}

で定義される集合を S の生成するモノイデアルと呼ぶ. 更に, Nn × {1, . . . , r} のある有
限部分集合 S が存在して, L = mono(S) となっているとき, モノイデアル L は有限生成
であるという.

Dickson の補題から Nn × {1, . . . , r} の任意のモノイデアルは有限生成である.

補題 1.2.5. 条件 (r-1), (r-2) をみたす ≺r は整列順序である.
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証明: (α1, ν1) �r (α2, ν2) �r (α3, ν3) . . . とすると, 少なくとも一つの i ∈ {1, . . . , r} が存
在して νk = i なる k が無限個ある. このような k を順に並べて k1, k2, . . . とすれば, (r-1)

より αk1 � αk2 � . . . となり ≺ が整列順序であることに反する. 2

一般に Rr の部分集合 S に対して E(S) := {lexp(~f) | ~f ∈ S, ~f 6= 0} とおく. 次の補題
は定義と補題 1.2.2 から明らかである:

補題 1.2.6. N を Rr の R-部分加群とすると, E(N) はNn × {1, . . . , r} のモノイデアル
である.

定義 1.2.7. (グレブナ基底) N を Rr の R-部分加群とする. N の有限部分集合 G がN

の (順序 ≺r に関する)グレブナ基底とは, 次の２条件が成り立つこと:

(1) N は R上 G で生成される;

(2) E(N) = mono(E(G)).

さらに, E(G) が E(N) を生成する最小の集合であるとき, G を極小グレブナ基底と呼ぶ.

G を Rr の有限部分集合, ~f 6= 0 を Rr の任意の元とするとき, ~f の G による簡約操作
を次のアルゴリズムで定義しよう (但し (α, i) ≥ (β, j)⇔ (α ≥ β, i = j) とする):

アルゴリズム 1.2.8. (簡約操作)

Input: ~f ∈ R and a finite set G ⊂ Rr;

while (~f 6= 0 and lexp(~f) ∈ mono(E(G))) {
Choose ~g ∈ G such that lexp(~f) ≥ lexp(~g);
~f := ~f − (lterm(~f)/lterm(~g))~g;

}
Output: ~f ;

命題 1.2.9. 上のアルゴリズムは停止して, その output ~f は ~f = 0 または lexp(~f) 6∈
mono(E(G)) をみたす.

証明: lexp(~f) ≥ lexp(~g) のとき ~f1 := ~f − (lterm(~f)/lterm(~g))~g とおけば (r-1), (r-2), 補
題 1.2.2, 1.2.3 から lexp(~f1) ≺r lexp(~f) が成立する. もし上のアルゴリズムが停止しない
と仮定すると, Rr の元の列 ~f , ~f1, ~f2,. . . で lexp(~f) �r lexp(~f1) �r lexp(~f2) �r . . . となる
ものが存在することになるが, これは ≺r が整列順序であることに反する. 2

定義 1.2.10. 上のアルゴリズムの output を red(~f,G) で表わし, ~f のG による簡約と
呼ぶ.

なお, ~f と G を上記のようにとるとき, ~f 6= 0 かつ lexp(~f) ∈ mono(E(G)) ならば ~f は
G に関して可約, そうでなければ既約という.

命題 1.2.11. 任意の ~f ∈ Rr と Rr の任意の有限集合G = {~g1, . . . , ~gs} に対して, ある簡
約操作により, ~r = red(~f,G) とすると,
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(1) ~f − ~r は G の生成する加群 N に含まれる;

(2) ~r = 0 または lexp(~r) 6∈ mono(E(G));

(3) ある q1,. . .,qs ∈ R が存在して, ~f =
∑s
i=1 qi~gi + ~r かつ各 i について qi = 0 または

lexp(qi~gi) �r lexp(~f) (従って ~r = 0 または lexp(~r) �r lexp(~f)).

証明: 命題 1.1.14 の証明とほとんど同じにできる. 2

以下の命題も前節の対応する命題と同様に証明できる:

命題 1.2.12. N を Rr の R-部分加群, G を N の有限部分集合で mono(E(G)) = E(N)

をみたすものとすると, G は N のグレブナ基底である.

命題 1.2.13. N を Rr の R-部分加群とすると N のグレブナ基底は存在する.

命題 1.2.14. N,M が Rr の R-部分加群で, N ⊂ M かつ E(N) = E(M) とすると,

N = M である.

定義 1.2.15. (S-多項式) ~f,~g ∈ R に対して, lexp(~f) = (α, i), lexp(~g) = (β, j) とおいて,
~f,~g の S-多項式 (ベクトル) sp(~f,~g) を, i = j のとき

sp(~f,~g) = lcoef(g)xα∨β−α ~f − lcoef(f)xα∨β−β~g;

i 6= j のとき sp(~f,~g) = 0 で定義する.

定義と補題 1.2.2 から lp(~f) = lp(~g) のとき lexp(sp(~f,~g)) ≺r lexp(~f) ∨ lexp(~g) が従う.

定理 1.2.16. G = {~g1, . . . , ~gs} を R の有限部分集合, N を G の生成する Rr の R-部分
加群とするとき, 次の条件 (1)–(3) は同値:

(1) G は N のグレブナ基底;

(2) ~f ∈ N のとき ~f の G による任意の簡約操作により red(~f,G) = 0 となる.

(3) 任意の ~gi, ~gj ∈ G に対して, lp(~gi) = lp(~gj) ならば, ある qij1, . . . , qijs ∈ R が存在
して

sp(~gi, ~gj) = qij1~g1 + · · ·+ qijs~gs

かつすべての k = 1, . . . , s について, qijk = 0 または lexp(qijk~gk) ≺r lexp(~gi) ∨
lexp(~gj) が成立する.

証明: (1) ⇒ (2) と (2) ⇒ (3) は定理 1.1.20 の証明と同様.

(3) ⇒ (1) も定理 1.1.20 の証明と同様であるが, 念のため証明を与えておこう. まず
lcoef(~gk) = 1 (k = 1, . . . , s) と仮定しておいても一般性を失わない. (3)を仮定すると,

i 6= j かつ lp(~gi) = lp(~gj) なる {1, . . . , s} の各々の組 (i, j) に対して, 多項式 qij1, . . . , qijs
が存在して,

sp(~gi, ~gj) =
s∑

k=1

qijk~gk, (2.2)
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かつ qijk 6= 0 ならば lexp(qijk~gk) ≺r lexp(~gi) ∨ lexp(~gj) が成り立つ.

さて ~f ∈ N とする. このとき lexp(~f) ∈ mono(E(G)) を示せばよい. そのために
は, ある q1, . . . , qs ∈ R が存在して f =

∑s
k=1 qkgk かつ各 k について qk = 0 または

lexp(qk~gk) �r lexp(~f) とできることを示せば十分である. 実際このとき, ある k について
lexp(~f) = lexp(qk~gk) ∈ mono(E(G)) を得る.

上記の証明のため, ~f に対して

~f =
s∑

k=1

qk~gk, (q1, . . . , qs ∈ R) (2.3)

という形の表示の全体を考え, その中で, max ≺r{lexp(qk~gk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0} が順序
≺r について最小になるものを一つとり, それを改めて (2.3)とみなすことにする. (~f ∈ N
よりこのような表示は少なくとも一つ存在し, また≺r が整列順序であるから, 上の意味
で最小な表示を一つ選べる.) このような最小性をもつ表示 (2.3) を一つ固定する.

(α, i) = max ≺r{lexp(qk~gk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0}

とおく. 上の注意により (α, i) = lexp(~f) ならば (1) が証明できたことになる.

そのため以下では (α, i) 6= lexp(~f) (従って (α, i) �r lexp(~f)) と仮定しよう. ~g1, . . . , ~gs
を並べ替えて, 1 ≤ k ≤ ` のとき lexp(qk~gk) = (α, i), ` < k ≤ s のとき lexp(qk~gk) ≺r (α, i)

または qk = 0 が成立するとしてよい. q′k := qk− lterm(qk), lterm(qk) = ckx
β(k)

, (α(k), i) =

lexp(~gk) とおくと,

~f =
∑̀
k=1

lterm(qk)~gk +
∑̀
k=1

q′k~gk +
s∑

k=`+1

qk~gk. (2.4)

ここでこの第一項を次のように変形する:

∑̀
k=1

lterm(qk)~gk =
∑̀
k=1

ckx
β(k)

~gk

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)(x
β(k)

~gk − xβ
(k+1)

~gk+1) + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

~g`. (2.5)

ここで 1 ≤ k ≤ ` のとき α(k) + β(k) = α が成り立つことから, α(k) ∨ α(k+1) ≤ α となり,

γ(k) := α− α(k) ∨ α(k+1) とおけば (2.2) と (2.5) から

∑̀
k=1

lterm(qk)~gk =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

sp(~gk, ~gk+1) + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

~g`

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,ν~gν + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

~g`. (2.6)

γ(k) + lexp(qk,k+1,νgν) ≺ γ(k) + α(k) ∨ α(k+1) = α だから, もし c1 + · · · + c` 6= 0 ならば,

(2.4) と (2.6) から lexp(~f) = (α, i) となり, 仮定に反する. 従って c1 + · · · + c` = 0 であ
る. このことと (2.4), (2.6) から

~f =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,ν~gν +
∑̀
k=1

q′k~gk +
s∑

k=`+1

qk~gk
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を得る. この右辺の各項の leading exponent は ≺r に関して (α, i) より小さいから, これ
は (2.3) の最小性に矛盾する. 以上により (2.3) において (α, i) = lexp(~f) とできることが
示された. 2

この定理からイデアルの場合と同様に次のアルゴリズムと命題を得る:

アルゴリズム 1.2.17. (多項式環上の加群のグレブナ基底)

Input: a finite set G ⊂ Rr;

while (∃(~f,~g) ∈ G×G such that lp(~f) = lp(~g) and ~r := red(sp(~f,~g),G) 6= 0)

G := G ∪ {~r};
Output: G;

命題 1.2.18. 上のアルゴリズムは停止して, その output G はG の生成する Rr の R-部
分加群 N のグレブナ基底である.

以下の命題や定理もイデアルの場合と同様に示される:

命題 1.2.19. Rr の元 ~f と Rr の部分加群 N が与えられたとする. N のグレブナ基底を
G とするとき, 次の 3つの条件は同値である:

(1) ~f ∈ N ;

(2) 任意の簡約操作により red(~f,G) = 0;

(3) ある簡約操作により red(~f,G) = 0.

従って, 勝手な簡約操作により ~r := red(~f,G) となったとき, ~r = 0 ならば ~f ∈ N ; ~f 6= 0

ならば ~f 6∈ N である.

定義 1.2.20. G を Rr の有限部分集合とする. Rr の元 ~f =
∑r
i=1

∑
α cαix

α~ei が G に関
して完全既約とは, cαi 6= 0 ならば (α, i) 6∈ mono(E(G)) となることである. ~f が G に関
して完全既約でないとき,

redlexp(~f) := max ≺r{(α, i) | cαi 6= 0, (α, i) ∈ mono(E(G))},
redlterm(~f) := cαix

α ((α, i) := redlexp(~f))

とおく.

アルゴリズム 1.2.21. (完全簡約操作)

Input: ~f ∈ Rr and a finite set G ⊂ Rr;

while (~f is not completely irreducible with respect to G){
Choose ~g ∈ G such that redlexp(~f) ≥ lexp(~g);
~f := ~f − (redlterm(~f)/lterm(~g))~g;

}
Output: ~f ;
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命題 1.2.22. 上のアルゴリズムは停止して,その output ~f はGに関して完全既約である.

命題 1.2.23. G を Rr の部分加群のグレブナ基底, ~f ∈ Rr とするとき, ~f の G による完
全簡約操作の結果は (アルゴリズム中の ~g の選び方によらず) 一意的に定まる。

定理 1.2.24. N を Rr のR-部分加群として S(N) := Nn × {1, . . . , r} \ E(N) とおくと,

剰余加群 Rr/N は K 上のベクトル空間として, 直和 K(S(N)) :=
⊕

(α,i)∈S(N)Kx
α~ei に同

型である.

最後にいわゆるシジジー (syzygy) に関する定理を証明しておこう.

定義 1.2.25. Rr の有限集合 G := {~g1, . . . , ~gs} に対して, Rs の R-部分加群

S(~g1, . . . , ~gs) := {(f1, . . . , fs) ∈ Rs |
s∑

k=1

fk~gk = 0}

を G の (1次)シジジー加群と呼ぶ.

定理 1.2.26. G = {~g1, . . . , ~gs} を Rr の R-部分加群 N のグレブナ基底とする. lp(~gi) =

lp(~gj) かつ i 6= j をみたす i, j ∈ {1, . . . , s} に対して,

sp(~gi, ~gj) =
s∑

k=1

qijk~gk

かつ lexp(qijk~gk) ≺r lexp(~gi)∨ lexp(~gj) (または qijk = 0) をみたす qijk ∈ R を任意にとる
(cf. 定理 1.2.16). このとき lexp(~gi) = (α(i), νi) として,

sij := lcoef(~gj)x
α(i)∨α(j)−α(i)

,

~vij := (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (qij1, . . . , qijs) ∈ Rs

とおけば, シジジー加群 S(~g1, . . . , ~gs) は R上 V := {~vij | i < j, lp(~gi) = lp(~gj)} で生成さ
れる.

証明: ~vij ∈ S(~g1, . . . , ~gs) は定義から明らか. まず ai := lcoef(~gi) とおくとき ai = 1 と仮
定しても一般性を失わない. これは

(f1, . . . , fs) ∈ S(~g1, . . . , ~gs)⇐⇒ (a1f1, . . . , asfs) ∈ S((1/a1)~g1, . . . , (1/as)~gs)

と, ~vij の第 k成分に ak を掛けたものが {(1/a1)~g1, . . . , (1/as)~gs} に対する ~vij (の 1/aiaj
倍) になることから言える.

さて, S(~g1, . . . , ~gs) が V で生成されないと仮定して矛盾を導こう. このとき, シジジー
加群の元 (f1, . . . , fs) ∈ S(~g1, . . . , ~gs) で, V の (R-係数の) 一次結合で表わせないものの
うち

(α, i) := max ≺r{lexp(fk~gk) | 1 ≤ k ≤ s, fk 6= 0}

が整列順序 ≺r に関して最小になるものを一つとる. 以下, (f1, . . . , fs) はこの最小性をも
つものとして, (α, i) を上のようにとる.
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~g1, . . . , ~gs を並べ替えて, 1 ≤ k ≤ ` のとき lexp(fk~gk) = (α, i), ` < k ≤ s のと
き lexp(fk~gk) ≺r (α, i) (または fk = 0) が成立するとしてよい. lterm(fk) = ckx

β(k)
,

f ′
k := fk − lterm(fk), (α(k), i) = lexp(~gk) (1 ≤ k ≤ `)とおくと,

0 =
s∑

k=1

fk~gk =
∑̀
k=1

lterm(fk)~gk +
∑̀
k=1

f ′
k~gk +

s∑
k=`+1

fkgk. (2.7)

ここでこの第一項を次のように変形する:

∑̀
k=1

lterm(fk)~gk =
∑̀
k=1

ckx
β(k)

~gk

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)(x
β(k)

~gk − xβ
(k+1)

~gk+1) + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

~g`. (2.8)

1 ≤ k ≤ ` のとき α(k) + β(k) = α が成り立つことから, α(k) ∨ α(k+1) ≤ α となり,

γ(k) := α− α(k) ∨ α(k+1) とおけば (2.7), (2.8) と仮定から

∑̀
k=1

lterm(fk)~gk =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

sp(~gk, ~gk+1) + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

~g`

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,ν~gν + (c1 + · · ·+ c`)x
β(`)

~g`. (2.9)

γ(k) + lexp(qk,k+1,ν~gν) ≺ γ(k) + α(k) ∨ α(k+1) = α だから, もし c1 + · · · + c` 6= 0 ならば,

lexp(
∑s
k=1 fk~gk) = (α, i) となり, (2.7) に反する. 従って c1 + · · ·+ c` = 0 であるから

0 =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,ν~gν +
∑̀
k=1

f ′
k~gk +

s∑
k=`+1

fk~gk

を得る. 従って

hν :=

{ ∑`−1
k=1(c1 + · · ·+ ck)x

γ(k)
qk,k+1,ν + f ′

ν (ν = 1, . . . , `)∑`−1
k=1(c1 + · · ·+ ck)x

γ(k)
qk,k+1,ν + fν (ν = `+ 1, . . . , s)

とおくと
(h1, . . . , hs) ∈ S(~g1, . . . , ~gs), lexp(hk~gk) ≺r (α, i)

だから仮定により (h1, . . . , hs) は V の生成する加群に含まれる. 一方

~w = (w1, . . . , ws) :=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

~vk,k+1

とおくと 1 ≤ i, j ≤ ` のとき sij = xα
(i)∨α(j)−α(i) だから 1 ≤ ν ≤ ` のとき

wν = (c1 + · · ·+ cν)x
γ(ν)

sν,ν+1 − (c1 + · · ·+ cν−1)x
γ(ν−1)

sν,ν−1

−
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

qk,k+1,ν
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= (c1 + · · ·+ cν)x
α−α(ν) − (c1 + · · ·+ cν−1)x

α−α(ν)

−
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

qk,k+1,ν

= cνx
β(ν) −

`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

qk,k+1,ν

= lterm(fν)−
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

qk,k+1,ν

となり (ただし便宜上 s1,0 = s`,`+1 = 0 とおいた), また ` < ν ≤ s のときは

wν = −
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)x
γ(k)

qk,k+1,ν

となる. 従って
~w = (f1, . . . , fs)− (h1, . . . hs)

を得る. 以上により ~w と (h1, . . . , hs) は共に V の一次結合で表わされる. 従って
(f1, . . . , fs) も V の一次結合で表わされることになるが, これは最初の仮定に反する. 2

問題 3. (1) x3 − y2, y3 − z2, z3 − x2 ∈ K[x, y, z] のシジジー加群の生成元を求めよ. た
だし, K は標数 0 の体とする.

(2) xy − 1, x2 − y, y2 − x ∈ K[x, y] のシジジー加群の生成元を求めよ. ただし, K は標
数 0 の体とする.

問題 4. 前問の (1),(2)においてシジジー加群の適当な順序によるグレブナ基底を計算せよ.

問題 5. G を Rr の有限部分集合とする. ~f,~g,~h ∈ G が lp(~f) = lp(~g) = lp(~h) および

lexp(~f) ∨ lexp(~h) ≥ lexp(~g)

をみたし, かつある簡約操作により

red(sp(~f,~g),G) = red(sp(~g,~h),G) = 0

となったとすると,ある簡約操作によって red(sp(~f,~h),G) = 0とできることを示せ. 従って
アルゴリズム 1.2.17において,上記の性質が既に確かめられているときは red(sp(~f,~h),G)

の計算は不要である.
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第2章 巾級数環のグレブナ基底

2.1 理論的方法
巾級数環に対しても多項式環の場合と同様にグレブナ基底の理論が構成でき, 多項式か
ら生成されるイデアルに対しては,グレブナ基底が実際に計算できることを示すのがこの
章の目標である. 考察の範囲を巾級数にまで広げる理由は, 一つにはもちろん, 解析の立
場からすると多項式は関数として特殊過ぎるからであるが, もう一つの重要な理由は, た
とえ多項式から生成されるイデアル (の定める代数多様体)を扱う場合でも, 幾何学的ある
いは局所的な性質を調べるためには, 多項式を巾級数としてとらえた方が自然であるから
である. すなわち巾級数環のグレブナ基底は, 多項式環のグレブナ基底のある意味の局所
化と考えることができる.

さて K を体, n を 1 以上の自然数として, 不定元 x = (x1,. . .,xn) についての形式巾
級数環 K[[x]] = K[[x1, . . . , xn]], 及び K が複素数体 C の部分体のときは, 収束巾級数環
K{x} = K{x1, . . . , xn} を考察する (以下の議論では K の完備性は必要ない).

以下 R := K[[x]]または R := K{x}とおこう. 従って, R の元 f は無限和 f =
∑
α cαx

α

(cα ∈ K) で表わされる.

以下正の実数 δ1, . . . , δn を固定して δ = (δ1, . . . , δn)とおき,指数 α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

に対して
δ(α) =

n∑
i=1

δiαi

と書くことにする. δ を重み (weight)と呼ぶ. この節では Nn における全順序 ≺δ を次で
定義する. ただし ≺L は辞書式順序とする (あるいは逆辞書式順序でもよい).

定義 2.1.1. α ≺δ β ⇐⇒ δ(α) > δ(β) or (δ(α) = δ(β), α ≺L β)

このとき ≺δ の大小関係を逆にした順序は項順序である. 従って Nn の任意の部分集
合は ≺δ に関して最大元を持つ. δ = (1, . . . , 1) の場合が最も多く用いられる. 全順序 ≺δ
が整列順序でないため, 多項式環の場合の議論はそのままでは適用できない. 特に問題
となるのは, 簡約操作が有限回で終了しないことである. たとえば一変数の場合で x を
g := x− x2 で多項式環のときと同様に簡約すると (ただし順序は逆になる)

x−→
g
x2−→

g
x3−→

g
· · ·

となり終了しない. これを解決するために, ある意味で超越的な割算操作 (Weierstrass-広
中の割算定理) を用いる.
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定義 2.1.2. f =
∑
α cαx

α ∈ R \ {0} に対して, 集合 {α | cα 6= 0} の全順序 ≺δ に関する
最大元を β とするとき,

lexp(f) := β, lcoef(f) := cβ, lterm(f) := cβx
β

で f の leading exponent, leading coefficient, leading term を定義する.

次の 2つの補題は 1章の多項式環の場合と同様に示される:

補題 2.1.3. f, g ∈ R に対して,

lexp(fg) = lexp(f) + lexp(g),

lcoef(fg) = lcoef(f)lcoef(g),

lterm(fg) = lterm(f)lterm(g).

補題 2.1.4. f, g ∈ R に対して, lexp(f + g) �δ max ≺δ
{lexp(f), lexp(g)} が成立する.

(max ≺δ
は ≺δ に関する最大元を表わす.)

一般に巾級数環 R の部分集合 S に対してE(S) := {lexp(f) | f ∈ S, f 6= 0} とおく.

補題 2.1.5. I を R のイデアルとすると, E(I) は Nn のモノイデアルである.

証明: f を I の任意の元, β を任意の指数とする. xβf ∈ I より lexp(xβf) = lexp(f)+β ∈
E(I), すなわち E(I) はモノイデアルである. 2

定義 2.1.6. (グレブナ基底) I を巾級数環 R のイデアルとする. I の有限部分集合 G が
I の (順序 ≺δ に関する)グレブナ基底または標準基底 (standard basis)とは, 次の２条件
が成り立つこと:

(1) I は G で生成されるイデアル;

(2) E(I) = mono(E(G)).

さらに, E(G) が E(I) を生成する最小の集合 (cf. 補題 1.1.8) であるとき, G を極小グレ
ブナ基底または極小標準基底と呼ぶ.

次に, 多項式に対する完全簡約操作にあたる操作を定義しよう.

定義 2.1.7. f =
∑
α cαx

α ∈ R に対して exps(f) := {α | cα 6= 0} とおく.

補題 2.1.8. α(1), . . . , α(s) ∈ Nn と f ∈ R に対して,

f =
s∑
i=1

qix
α(i)

+ r, exps(r) ∩mono({α(1), . . . , α(s)}) = ∅

かつ各 i に対して, qi = 0 または lexp(qi) + α(i) �δ lexp(f) がなりたつような qi ∈ R と
r ∈ R が存在する.
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証明: Nn の部分集合 L1, . . . , Ls, L0 を

L1 := {α ∈ Nn | α ≥ α(1)}, Li := {α ∈ Nn | α ≥ α(i)} \
i−1∪
j=1

Lj (2 ≤ i ≤ s),

L0 := Nn \
s∪
j=1

Lj

で定義して
qi :=

∑
α∈Li

cαx
α−α(i)

(1 ≤ i ≤ s), r :=
∑
α∈L0

cαx
α

とすればよい. 2

定理 2.1.9. (Weierstrass-広中の割算定理) G := {g1, . . . , gs} ⊂ R \ {0} とする. 任意の
0 6= f ∈ R に対して

f =
s∑
i=1

qigi + r, exps(r) ∩mono(E(G)) = ∅

かつ各 i に対して qi = 0 または lexp(qigi) �δ lexp(f) がなりたつような qi ∈ R と
r ∈ R が存在する. (このような r は必ずしも一意的ではないが, 上記の性質をみたす r を
red(f,G) と書き, f の G によるWH-簡約と呼ぶことにする.)

証明: (1) まず, R が形式巾級数環の場合に証明しよう. 以下では便宜上任意の指数 α に
対して lexp(0) ≺δ α とみなすことにする (実際には lexp(0) は定義されていない). 条件を
満たす qi と r を逐次近似法で構成しよう. lterm(gi) = xα

(i)
(従って lcoef(gi) = 1)として

も一般性を失わない. g′i := gi − lterm(gi) とおく. まず補題 2.1.8 により

f =
s∑
i=1

q
(0)
i lterm(gi) + r0, exps(r0) ∩mono(E(G)) = ∅ (1.1)

かつ lexp(q
(0)
i ) + α(i) �δ lexp(f) をみたす q

(0)
i , r0 ∈ R がとれる. さらに k ≥ 1 に対して

−
s∑
i=1

q
(k−1)
i g′i =

s∑
i=1

q
(k)
i lterm(gi) + rk, exps(rk) ∩mono(E(G)) = ∅ (1.2)

かつ lexp(q
(k)
i gi) �δ max≺δ

{lexp(q
(k−1)
j g′j) | 1 ≤ j ≤ s} をみたす q

(k)
i , rk ∈ R を帰納的に

とれる.

β(k) := max ≺δ
{lexp(rk), lexp(q

(k)
1 ) + α(1), . . . , lexp(q(k)

s ) + α(s)}

とおく. このとき lexp(f) = β(0) �δ β(1) �δ β(2) �δ . . . がなりたつ. 実際 (1.2) から k ≥ 1

のとき

β(k) �δ max ≺δ
{lexp(q

(k−1)
j g′j) | j = 1, . . . , s}

≺δ max ≺δ
{lexp(q

(k−1)
j gj) | j = 1, . . . , s} �δ β(k−1)

を得る. 特に δ(β(0)) ≤ δ(β(1)) ≤ δ(β(2)) ≤ . . . となるが, δ(α) = c なる α は高々有限個し
かないから limk→∞ δ(β(k)) =∞ を得る. δ0 := max{δ1, . . . , δn} とおくと |α| ≥ (1/δ0)δ(α)

であるから, 結局 limk→∞ |β(k)| =∞ が成立する.
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さて (1.1) および (1.2) で k を 0, 1, . . . , k − 1 とした式を加えて

f =
s∑
i=1

q
(0)
i xα

(i)

+ r0 +
k−1∑
j=0

s∑
i=1

q
(j)
i g′i +

k∑
j=1

s∑
i=1

q
(j)
i xα

(i)

+
k∑
j=1

rj

=
s∑
i=1

k−1∑
j=0

q
(j)
i gi +

s∑
i=1

q
(k)
i xα

(i)

+
k∑
j=0

rj

を得るが, 上記のことから, 右辺で k →∞としたものは形式巾級数環の元として収束して

f =
s∑
i=1

(
∞∑
k=0

q
(k)
i )gi +

∞∑
k=0

rk

となる. 従って qi :=
∑∞
k=0 q

(k)
i , r =

∑∞
k=0 rk とおけばよい. 上の議論から lexp(qigi) �δ

β(0) = lexp(f) もわかる.

(2) R = K{x} (K ⊂ C)の場合: ρ > 0 として f =
∑
α cαx

α に対してノルムを

‖f‖ :=
∑
α

|cα|ρδ(α)

で定義する. ‖f‖ <∞ は f が |xi| ≤ ρδi で絶対収束することと同値である.

以下では δ(lexp(g′i)) < δ(lexp(gi)) を仮定する. 実際, もしそうでなければ十分小さな
εk を適当に選んで δ を (δ1 + ε1, . . . , δn + εn) で置き換えれば, lterm(gi) と lterm(qigi) を
変えることなく, 上の要請を満たすことができる.

さて di := δ(α(i)) とおいて, ‖f‖ <∞ となるような ρ > 0 をとると, 補題 2.1.8(の証明)

において
‖qi‖ρdi =

∑
α∈Li

|cα|ρδ(α) ≤ ‖f‖

を得る. d′i := δ(lexp(g′i)) とおくと, ‖g′i‖ ≤ Ciρ
d′i が十分小さな任意の ρ > 0 について成立

するような Ci ≥ 0がとれる. C := max{Ci | i = 1, . . . , s}とする. また, ε := min{d′i−di}
とおくと, 上の仮定から ε > 0 である.

以上のことを用いて q
(k)
i のノルムを評価しよう. まず (1.1)において

‖q(0)
i ‖ρdi ≤ ‖f‖ (i = 1, . . . , s)

が成り立つ. ‖q(k−1)
i ‖ρdi ≤ (Csρε)k−1‖f‖ (i = 1, . . . , s) と仮定すると (1.2) から

‖q(k)
i ‖ρdi ≤

s∑
j=1

‖q(k−1)
j ‖ · ‖g′j‖

≤
s∑
j=1

(Csρε)k−1‖f‖ρ−djCρd
′
j

≤ (Csρε)k‖f‖

を得る. 従って ρ > 0 を十分小さくとって, Csρε < 1/2 とすれば

‖q(k)
i ‖ ≤ 2−kρ−di‖f‖ (i = 1, . . . , s, k = 0, 1, . . .)
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が成立する. 故にすべての i = 1, . . . , s について

‖qi‖ ≤
∞∑
k=0

‖q(k)
i ‖ ≤ 2ρ−di‖f‖ <∞

であるから qi は収束巾級数である. 従って r = f −∑s
i=1 qigi も収束巾級数である. 2

定理 2.1.9 は古典的な Weierstrass の予備定理を特殊な場合として含むことを注意して
おこう. R = C{x} として g ∈ R に x2 = . . . = xn = 0 を代入したとき

g(x1, 0, . . . , 0) =
∞∑
j=m

cjx1
j (cm 6= 0)

であったとする. このとき δ = (1/2m, 1, . . . , 1) とおけば lexp(g) = (m, 0, . . . , 0) となるか
ら, 定理 2.1.9 によって, 任意の f ∈ R に対して,

f = qg + r, r =
m−1∑
j=0

rj(x2, . . . , xn)x1
j (rj ∈ C{x2, . . . , xn})

と書けるような q, r ∈ R が存在することがわかる. これが Weierstrass の予備定理, また
は Späth 型割算定理に他ならない.

問題 1. G が１個の元からなるとき, 任意の f ∈ R に対して f の G によるWH-簡約は
一意的であることを証明せよ.

問題 2. R = C{x, y}, δ = (1, 1) とする. G = {xy − y2 − x2y}, f = xy のとき f の G に
よる WH-簡約を計算せよ.

命題 2.1.10. I を R のイデアル, G を I の有限部分集合でmono(E(G)) = E(I) をみた
すものとすると, G は I のグレブナ基底である.

証明: G が I を生成することを示せばよい. G = {g1, . . . , gs} とおく. f を I の任意
の元として, あるWH-簡約により r := red(f,G) とする. r 6= 0 ならば定理 2.1.9 より
lexp(r) 6∈ mono(E(G)) = E(I) であるが, これは r ∈ I に矛盾する. 従って r = 0 となり,

ある q1, . . . , qs ∈ R が存在して f =
∑s
j=1 qsgs となる. 故に I は G で生成される. 2

命題 2.1.11. I を R のイデアルとすると I のグレブナ基底は存在する.

証明: Dickson の補題により, モノイデアル E(I) は Nn のある有限集合 S により生成さ
れる. S の各元 α に対して lexp(f) = α なる f ∈ I が存在するから, I の有限部分集合 G

で {lexp(f) | f ∈ G} = S を満たすものが存在する. このとき mono(E(G)) = mono(S) =

E(I) であるから, 上の命題によってG は I のグレブナ基底である. 2

系 2.1.12. 巾級数環 R はネター環である. すなわち, R の任意のイデアルは有限生成で
ある.

命題 2.1.13. I, J が R のイデアルで, I ⊂ J かつ E(I) = E(J) とすると, I = J である.
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証明: G を I のグレブナ基底とすると, 仮定と命題 2.1.10 により G は J のグレブナ基
底でもある. 従って I = J を得る. 2

定義 2.1.14. (S-級数) f, g ∈ R に対して,

α := (lexp(f) ∨ lexp(g))− lexp(f), β := (lexp(f) ∨ lexp(g))− lexp(g)

とおいて, f と g の S-級数 (S-series) sp(f, g) を

sp(f, g) = lcoef(g)xαf − lcoef(f)xβg

で定義する.

定義から lexp(sp(f, g)) ≺δ lexp(f) ∨ lexp(g) が従う.

定理 2.1.15. G = {g1, . . . , gs} を R の有限部分集合, I を G の生成する R のイデアル
とするとき, 次の条件 (1),(2),(3) は同値:

(1) G は I のグレブナ基底;

(2) f ∈ I のとき f の G による任意の WH-簡約により red(f,G) = 0 となる;

(3) 任意の gi, gj ∈ G に対して, ある qij1, . . . , qijs ∈ R が存在して

sp(gi, gj) = qij1g1 + · · ·+ qijsgs

かつすべての k = 1, . . . , s について, qijk = 0 または lexp(qijkgk) ≺δ lexp(gi) ∨
lexp(gj) が成立する.

証明: (1) ⇒ (2): f ∈ I より r := red(f,G) ∈ I であるが, r 6= 0 ならば lexp(r) 6∈
mono(E(G)) = E(I) となり矛盾であるから r = 0.

(2) ⇒ (3): sp(gi, gj) ∈ I から明らか.

(3) ⇒ (1): G = {g1, . . . , gs} とする. ここで lcoef(gk) = 1 (k = 1, . . . , s) と仮定してお
いても一般性を失わない. (3) を仮定すると, i 6= j なる {1, . . . , s} の各々の組 (i, j) に対
して, qij1, . . . , qijs ∈ R が存在して,

sp(gi, gj) =
s∑

k=1

qijkgk, (1.3)

かつ qijk 6= 0 ならば lexp(qijkgk) ≺δ lexp(gi) ∨ lexp(gj) が成り立つ.

さて f ∈ I とする. このとき lexp(f) ∈ mono(E(G)) を示せばよい. そのために
は, ある q1, . . . , qs ∈ R が存在して f =

∑s
k=1 qkgk かつ各 k について qk = 0 または

lexp(qkgk) �δ lexp(f) とできることを示せば十分である. 実際このとき, ある k について
lexp(f) = lexp(qkgk) ∈ mono(E(G)) を得る.

上記の証明のため, f に対して

f =
s∑

k=1

qkgk, (q1, . . . , qs ∈ R) (1.4)
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という形の表示の全体を考え, その中で, max ≺δ
{lexp(qkgk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0} が順序

≺δ について最小になるものを一つとり, それを改めて (1.4)とみなすことにする. 実際
f ∈ I よりこのような表示は少なくとも一つ存在し, また補題 2.1.4 から

lexp(f) �δ max ≺δ
{lexp(qkgk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0}

であるから, この右辺は Nn の有限集合を動く. (一般に α �δ β のとき δ(α) ≥ δ(β) であ
るから, α を固定するとき {β ∈ Nn | β �δ α} は有限集合である.) 従って上記の意味で最
小な表示を一つ選べる. そこで, このような最小性をもつ表示 (1.4) を一つ固定して

α := max ≺δ
{lexp(qkgk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0}

とおく. すると定理 1.1.20の証明と全く同じ式変形によって, α = lexp(f) でなければな
らないことがわかる. 従って lexp(f) = α ∈ mono(E(G)) である. 2

命題 2.1.16. G を R のイデアルのグレブナ基底とすると, 任意の f ∈ R のG による
WH-簡約操作の結果は (G の元の並べ方によらず)一意的に定まる。

証明: f のGによる２つのWH-簡約操作の結果を r1,r2 とする. Gの生成するイデアルを
I とおこう. exps(r1− r2) ⊂ exps(r1)∪ exps(r2) より, exps(r1− r2)∩mono(E(G)) = ∅ と
なる. 一方 r1− r2 ∈ I であるから r1− r2 6= 0 ならば lexp(r1− r2) ∈ mono(E(G)) = E(I)

であるが, lexp(r1 − r2) ∈ exps(r1 − r2) であるから, これは矛盾である. 2

定理 2.1.17. I を R のイデアルとして S(I) := Nn \ E(I) とおくと, 剰余環 R/I は K

上のベクトル空間として, RS(I) := {f ∈ R | exps(f) ⊂ S(I)} に同型である.

証明: K-線型写像 ϕ : RS(I) −→ R/I を f =
∑
α∈S(I) cαx

α に対して f の R/I での剰余類
[f ] を対応させる写像として定義する. (K-線型であることは明らか.) G を I のグレブナ
基底とする.

(1) ϕ が単射であること: ϕ(f) = 0 とすると f ∈ I. ところが f 6= 0 とすると exps(f)∩
E(I) = ∅ であるから lexp(f) 6∈ E(I). これは矛盾だから f = 0 である.

(2) ϕ が全射であること: f ∈ R に対して f の G によるWH-簡約操作の結果を r とす
る. このとき f − r ∈ I かつ r ∈ RS(I) であるから ϕ(r) = [r] = [f ] となる. 2

系 2.1.18. I を R のイデアル, G を I のグレブナ基底とするとき次の条件は同値 (dimK

は K 上のベクトル空間の次元, ] は集合の元の個数を表わす):

(1) dimK(R/I) = ]S(I) <∞;

(2) 各 i = 1, . . . , n に対してある αi ∈ N が存在して, (0, . . . ,
(i)
αi, . . . , 0) ∈ E(G).

この証明は系 1.1.31 の証明と同様である. R/I が K 上無限次元のときも, ある意味で
その大きさをはかるものとしてHilbert 多項式がある. グレブナ基底から Hilbert 多項式
を計算でき, それによって I により定まる解析的集合の (局所的な) 次元と重複度がわか
る. このへんの話題に触れるには少し準備が必要なのでここでは立ち入らない.

さて, あとで必要になるので多項式環のグレブナ基底との関連について述べておく.
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定義 2.1.19. f =
∑
α cαx

α ∈ R に対して d := min{δ(α) | cα 6= 0} とおき, δ に関する f

の initial part を
in(f) :=

∑
δ(α)=d

cαx
α ∈ K[x]

で定義する. また f が d 次 δ-斉次とは cα 6= 0 ならば, δ(α) = d であることとする. 更に
R のイデアル I に対して {in(f) | f ∈ I} の生成するK[x] のイデアルを in(I) とおく.

命題 2.1.20. 項順序 ≺′
δ を

α ≺′
δ β ⇐⇒ δ(α) < δ(β) or (δ(α) = δ(β), α ≺L β)

で定義しよう. I を R のイデアル, G = {g1, . . . , gs} を順序 ≺δ に関する I のグレブナ基
底とすると, in(G) := {in(g1), . . . , in(gs)} は K[x] のイデアル in(I) の順序 ≺′

δ に関する
グレブナ基底である.

証明: (1) まず in(G) がグレブナ基底であることを示す. 定理 2.1.15 により, 任意の
gi, gj ∈ G に対して, ある qij1, . . . , qijs ∈ R が存在して

sp(gi, gj) = qij1g1 + · · ·+ qijsgs (1.5)

かつすべての k = 1, . . . , s について, qijk = 0 または lexp(qijkgk) ≺δ lexp(gi)∨ lexp(gj) が
成立する. α(i,j) := lexp(gi) ∨ lexp(gj)− lexp(gi) とおいて,

sij := lcoef(gj)x
α(i,j)

, dij := δ(lexp(gi) ∨ lexp(gj))

と定義して (1.5) の両辺で, |α| = dj なる α についての和をとると

sijin(gi)− sjiin(gj) =
∑

k∈L(dij)

in(qijk)in(gk), (1.6)

但し L(dij) := {k ∈ {1, . . . , s} | δ(lexp(qijkgk)) = dij}, を得る. h ∈ R のとき, in(h) の順
序 ≺δ に関する leading termと≺′

δ に関する leading termは一致するから, (1.6)は in(G)

が K[x] のイデアルの ≺′
δ に関するグレブナ基底になっていることを意味する.

(2) in(G) が in(I) を生成すること: 定理 2.1.15 により, 任意の f ∈ I に対して f =

q1g1 + · · ·+ qsgs かつ δ(lexp(qkgk)) ≥ δ(lexp(f)) または qk = 0 をみたすものが存在する.

両辺の initial part をとって in(f) は in(G) の生成するイデアルに含まれることがわかる.

2

次にシジジー加群を考察しよう.

定義 2.1.21. R の有限集合 G := {g1, . . . , gs} に対して, Rs の R-部分加群

S(g1, . . . , gs) := {(f1, . . . , fs) ∈ Rs |
s∑

k=1

fkgk = 0}

を G の (1次)シジジー加群と呼ぶ.
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定理 2.1.22. R = K[[x]] とする. G = {g1, . . . , gs} を R のイデアル I のグレブナ基底と
する. i, j ∈ {1, . . . , s} に対して,

sp(gi, gj) =
s∑

k=1

qijkgk

かつ lexp(qijkgk) ≺δ lexp(gi)∨ lexp(gj) (または qijk = 0) をみたす qijk ∈ R を任意にとる
(cf. 定理 2.1.15). このとき lexp(gi) = α(i) として,

sij := lcoef(gj)x
α(i)∨α(j)−α(i)

,

~vij := (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (qij1, . . . , qijs) ∈ Rs

とおけば, シジジー加群 S(g1, . . . , gs) は R 上 V := {~vij | 1 ≤ i < j ≤ s} で生成される.

証明: ~vij ∈ S(g1, . . . , gs) は定義から明らか. ~f = (f1, . . . , fs) ∈ S(g1, . . . , gs) とする.

d0 := min{δ(lexp(fkgk)) | k = 1, . . . , s},
L := {k ∈ {1, . . . , s} | δ(lexp(fkgk)) = d0}

とおくと ∑
k∈L

in(fk)in(gk) = 0

である. そこで k ∈ L のとき f ′
k := in(fk), k 6∈ L のとき f ′

k := 0 とおけば, (f ′
1, . . . , f

′
s) は

K[x] における in(g1), . . . , in(gs) のシジジー加群に属する.

~v′ij := (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (q′ij1, . . . , q
′
ijs) ∈ Rs,

とおこう. ただし δ(lexp(qijkgk)) = δ(α(i) ∨ α(j)) のとき q′ijk := in(qijk), そうでないとき
q′ijk := 0 とする. すると命題 2.1.20 と 1章の 定理 1.2.26 から, ある u

(0)
ij ∈ K[x] が存在

して

(f ′
1, . . . , f

′
s) =

∑
i<j

u
(0)
ij
~v′ij (1.7)

が成立することがわかる. ここで dij := δ(α(i) ∨ α(j)) とおけば f ′
k は d0 − δ(α(k)) 次 δ-斉

次, v′ij の第 k成分は dij − δ(α(k)) 次 δ-斉次であるから, u
(0)
ij は d0 − dij 次 δ-斉次として

よい. そこで
~f (1) = (f

(1)
1 , . . . , f (1)

s ) := ~f −
∑
i<j

u
(0)
ij ~vij

とおくと, (f
(1)
1 , . . . , f (1)

s ) ∈ S(g1, . . . , gs) でかつ (1.7) により

d1 := min{δ(lexp(f (1)
ν gν)) | 1 ≤ ν ≤ s} > d0

がわかる. この操作を繰返すと S(g1, . . . , gs) の列 {~f (k)} と dk − dij 次 δ-斉次な多項式
u

(k)
ij で,

~f = ~f (k) +
∑
i<j

k∑
ν=1

u
(ν)
ij ~vij (1.8)
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を満たし, かつ {dk} が狭義単調増加であるようなものがとれる. ここで

dk := min{δ(lexp(f (k)
ν gν)) | 1 ≤ ν ≤ s}

である. このことから k →∞ のとき, (1.8) の右辺の各項は形式巾級数として収束し, 特
に形式巾級数として limk→∞ ~f (k) = 0 であるから,

~f =
∑
i<j

∞∑
ν=1

u
(ν)
ij ~vij

を得る. 2

定理 2.1.22 は R が収束巾級数環の場合にも成立する. 証明は 7章を参照せよ.

2.2 巾級数環上の加群のグレブナ基底
ここでは前節の議論が加群の場合にも拡張できることを簡単に述べる. 証明は前節の証
明をベクトルの場合にあてはめれば, ほとんどそのままで通用する.

引き続き, 体 K を固定して R := K[[x]] または R := K{x} (K ⊂ C のとき)とおき,

δ = (δ1, . . . , δn) (δi > 0) を重みとする. 以下 Rr の R-部分加群を考察しよう. Rr の元 ~f

は

~f = (f1, . . . , fs) =
r∑
i=1

fi~ei =
r∑
i=1

∑
α

cαix
α~ei (cαi ∈ K) (2.1)

と書ける.

以下では次で定義される Nn × {1, . . . , r} の全順序 ≺δr を用いる (α, β ∈ Nn, i, j ∈
{1, . . . , r} とする):

(α, i) ≺δr (β, j) ⇐⇒ (δ(α) > δ(β))

or (δ(α) = δ(β), i < j)

or (δ(α) = δ(β), i = j, α ≺L β).

(2.1)の ~f ∈ Rr に対して, exps(~f) := {(α, i) | cαi 6= 0}とおき, ~f 6= 0のとき ~f の leading

exponent を lexp(~f) := max ≺δr
exps(~f) で定義する. また (α, i) := lexp(~f) とするとき,

~f の leading point, leading term, leading coefficient をそれぞれ

lp(~f) := i, lterm(~f) := cαix
α, lcoef(~f) = cαi

で定義する.

補題 2.2.1. ~f,~g ∈ Rr に対して,

lexp(~f + ~g) �δr max ≺δr
{lexp(~f), lexp(~g)}

が成立する.
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一般に Rr の部分集合 S に対してE(S) := {lexp(~f) | ~f ∈ S, ~f 6= 0} とおく.

補題 2.2.2. N を Rr の R-部分加群とすると, E(N) はNn × {1, . . . , r} のモノイデアル
である.

定義 2.2.3. (グレブナ基底) N を Rr の R-部分加群とする. N の有限部分集合 G がN

の (順序 ≺δr に関する)グレブナ基底 (標準基底)とは, 次の２条件が成り立つこと:

(1) N は R上 G で生成される;

(2) E(N) = mono(E(G)).

さらに, E(G) が E(N) を生成する最小の集合であるとき, G を極小グレブナ基底と呼ぶ.

命題 2.2.4. G = {~g1, . . . , ~gs} を Rr の有限部分集合とすると, 任意の ~f ∈ Rr に対して

~f = q1~g1 + · · ·+ qs~gs + ~r, exps(~r) ∩mono(E(G)) = ∅

かつ各 i について, qi = 0 または lexp(qi~gi) �δr lexp(~f) をみたす q1, . . . , qs ∈ R と ~r ∈ Rr

が存在する. この ~r のことを ~f の G によるWH-簡約と呼び, ~r = red(~f,G) と書く (~r は
必ずしも一意的ではない).

証明: この場合にも補題 2.1.7が成立するので，定理 2.1.9の証明がほとんどそのまま通
用する．2

命題 2.2.5. N を Rr の R-部分加群, G を N の有限部分集合でmono(E(G)) = E(N) を
みたすものとすると, G は N のグレブナ基底である.

定義 2.2.6. (S-級数) ~f,~g ∈ R に対して, lexp(~f) = (α, i), lexp(~g)) = (β, j) とおいて,
~f,~g の S-級数 (ベクトル) sp(~f,~g) を, i = j のとき

sp(~f,~g) = lcoef(~g)xα∨β−α ~f − lcoef(~f)xα∨β−β~g;

i 6= j のとき sp(~f,~g) = 0 で定義する.

定義から lp(~f) = lp(~g) のとき lexp(sp(~f,~g)) ≺δr lexp(~f) ∨ lexp(~g) が従う.

以下では (α, i) ∈ Nn × {1, . . . , r} に対して簡単のため δ((α, i)) := δ(α) と書こう.

定義 2.2.7. ~f =
∑
α,i cα,ix

α~ei ∈ Rr に対して d := δ(lexp(~f)) とおいて, ~f の initial

part を
in(~f) :=

r∑
i=1

∑
δ(α)=d

cα,ix
α~ei

で定義する.

定理 2.2.8. G = {~g1, . . . , ~gs} を R の有限部分集合, N を G の生成する Rr の R-部分加
群とするとき, 次の条件 (1)–(3) は同値:
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(1) G は N のグレブナ基底;

(2) ~f ∈ N のとき ~f の G による任意のWH-簡約操作により red(~f,G) = 0 となる;

(3) 任意の ~gi, ~gj ∈ G に対して, lp(~gi) = lp(~gj) ならば, ある qij1, . . . , qijs ∈ R が存在
して

sp(~gi, ~gj) = qij1~g1 + · · ·+ qijs~gs

かつすべての k = 1, . . . , sについて, qk = 0または lexp(qijk~gk) ≺δr lexp(~gi)∨lexp(~gj)

が成立する.

証明: 例によって (3) ⇒ (1) を証明すれば十分である. (3)を仮定して, ~f ∈ N として
lexp(~f) ∈ E(G) を示せばよい.

~f =
s∑
i=1

qi~gi (2.2)

という表示を考えると,

lexp(~f) �δr max ≺δr
{lexp(qi~gi) | 1 ≤ i ≤ s, qi 6= 0} (2.3)

であるから, (2.2) の表示のうちで (2.3) の右辺が順序 ≺δr に関して最大になるものがと
れる. 実際 (β, ν) を固定したとき

{(α, µ) ∈ Nn × {1, . . . , r} | (β, ν) �δr (α, µ)}

は有限集合であるから, これは可能である. あとは定理 1.2.16 の証明と同様にできる. 2

定理 2.2.9. N を Rr のR-部分加群として S(N) := Nn×{1, . . . , r} \E(N) とおくと, 剰
余加群 Rr/N は K 上のベクトル空間として, (Rr)S(N) := {~f ∈ Rr | exps(~f) ⊂ S(N)} に
同型である.

定義 2.2.10. Rr の有限集合 G := {~g1, . . . , ~gs} に対して, Rs の R-部分加群

S(~g1, . . . , ~gs) := {(f1, . . . , fs) ∈ Rs |
s∑

k=1

fk~gk = 0}

を G の (1次)シジジー加群と呼ぶ.

定理 2.2.11. R = K[[x]] として, G = {~g1, . . . , ~gs} を Rr の R-部分加群 N のグレブナ基
底とする. lp(~gi) = lp(~gj) かつ i 6= j をみたす i, j ∈ {1, . . . , s} に対して,

sp(~gi, ~gj) =
s∑

k=1

qijk~gk

かつ lexp(qijk~gk) ≺δr lexp(~gi) ∨ lexp(~gj) (または qijk = 0) をみたす qijk ∈ R を任意にと
る (cf. 定理 2.2.8). このとき lexp(~gi) = (α(i), νi) として,

sij := lcoef(~gj)x
α(i)∨α(j)−α(i)

,

~vij := (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (qij1, . . . , qijs) ∈ Rs

とおけば, シジジー加群 S(~g1, . . . , ~gs) は R上 V := {~vij | i < j, lp(~gi) = lp(~gj)} で生成さ
れる.
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問題 1. この節の補題, 命題, 定理を証明せよ.

問題 2. Nn × {1, . . . , r} の全順序 ≺δr を

(α, i) ≺δr (β, j) ⇐⇒ (i < j) or (i = j, α ≺δ β)

で定義しても, この節の補題, 命題, 定理は成立することを示せ. (前節の議論を Rr の元
(ベクトル)の成分毎に適用せよ.)

2.3 Tangent cone アルゴリズム
この節では δ = (δ1, . . . , δn) の成分はすべて自然数と仮定する. δ ∈ Rn にいくらでも
近い δ′ ∈ Qn が存在し, 適当な自然数を掛ければ δ′ ∈ Zn とできるから, こう仮定しても
実質的にはほとんど一般性は失われないであろう. 目標は, 巾級数環 R = K[[x]] または
R = K{x} のイデアル I が多項式で生成されるときは, I のグレブナ基底が, 多項式環の
グレブナ基底アルゴリズムを用いて計算できることを示すことである.

まず tangent cone アルゴリズムという名の由来について説明しておこう. 多項式
f1, . . . , fs の共通零点として定義される代数多様体の原点における接錐 (tangent cone)と
は f1, . . . , fs が巾級数環 R (あるいは多項式環 K[x])で生成するイデアルを I とおくと
き, δ = (1, . . . , 1) の場合の in(I) (cf. 定義 2.1.19) の共通零点のことである. G を I のグ
レブナ基底とすれば, 命題 2.1.20によって, in(I) は in(G) で生成される. すなわち, 接錐
の定義方程式が具体的に得られることになる.

以下に述べる斉次化の手法を標準基底の計算に応用したのは Lazard [La] が最初のよう
である ([Mo2] による). 他に Mora [Mo1] による別のより効率的な方法があり, そちらの
方を tangent cone algorithm と呼ぶことも多いが, 理論的に簡明なため, 斉次化の手法に
ついてだけ説明する.

以下 δ̃ := (1, δ1, . . . , δn) ∈ Nn+1 とおく.

定義 2.3.1. 多項式 f =
∑
α cαx

α 6= 0 に対して, その斉次化 (homogenization) fh ∈
K[x0, x] = K[x0, x1, . . . , xn] を, d := degδ(f) := max{δ(α) | aα 6= 0} として,

fh(x0, x) :=
∑
α

cαx
d−δ(α)
0 xα

で定義する. このとき fh は d 次 δ̃-斉次で, fh(1, x) = f(x) が成立する.

Nn+1 の項順序 ≺h を次で定義しよう: α, β ∈ Nn, i, j ∈ N に対して

(i, α) ≺h (j, β) ⇐⇒ (i+ δ(α) < j + δ(β))

or (i+ δ(α) = j + δ(β), i < j)

or (i = j, δ(α) = δ(β), α ≺L β).

特に δ = (1, . . . , 1) のときは ≺h は Nn+1 の全次数-辞書式順序に他ならない.

以下では, n変数多項式 f に対して前節と同様に巾級数環 R の元としての leading

exponentを lexp(f)で表わし, n+1変数多項式 g の項順序 ≺h に関する leading exponent

を lexph(g) で表わすことにする.
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補題 2.3.2. δ̃-斉次な n + 1 変数多項式 f = f(x0, x) ∈ K[x0, x] に対して, ある自然数 i

が存在して lexph(f) = (i, lexp(f(1, x))) が成立する.

証明: (i, α), (j, β) ∈ Nn+1 に対して, i+ δ(α) = j + δ(β) のとき, i < j ⇔ δ(α) > δ(β) で
あることから明らか. 2

補題 2.3.3. n 変数多項式 f, g ∈ K[x] に対して, (fg)h = fhgh が成立する.

証明: f =
∑
α aαx

α, g =
∑
β bβx

β として d := degδ(f), d′ := degδ(g) とおくと degδ(fg) =

d+ d′ だから

(fg)h =
∑
α,β

aαbβx0
d+d′−δ(α+β)xα+β

=
∑
α

aαx0
d−δ(α)xα

∑
β

bβx0
d′−δ(β)xβ

= fhgh

を得る. 2

補題 2.3.4. f1, . . . , fm ∈ K[x0, x] がすべて δ̃-斉次ならば, f1, . . . , fm の生成するK[x0, x]

のイデアルの順序 ≺h に関するグレブナ基底で δ̃-斉次多項式からなるものが存在する.

証明: δ̃-斉次な２つの多項式の S-多項式はまた δ̃-斉次である. また δ̃-斉次な多項式を δ̃-

斉次な多項式からなる有限集合で簡約した結果もまた δ̃-斉次である. 従ってアルゴリズム
1.1.21の input として {f1, . . . , fm} を与えれば output も δ̃-斉次な多項式からなる. 2

定理 2.3.5. 多項式 f1, . . . , fm ∈ K[x] が与えられたとき, (f1)
h, . . . , (fm)h の生成する

K[x0, x] のイデアルを J とする. J の項順序 ≺h に関するグレブナ基底を

{g1(x0, x), . . . , gs(x0, x)}

とすると, G := {g1(1, x), . . . , gs(1, x)} は巾級数環 R で f1, . . . , fm の生成するイデアル Ĩ

の順序 ≺δ に関するグレブナ基底 (標準基底)である. ただし, g1, . . . , gs は δ̃-斉次とする.

証明: 最初にG が Ĩ を生成することを証明しよう. f1, . . . , fm が K[x] で生成するイデ
アルを I とする. Ĩ は I が R で生成するイデアルであるから, G が K[x] で I を生成す
ることを示せば十分である.

まず G ⊂ I を示す. gi ∈ J より, q1, . . . , qm ∈ K[x0, x] が存在して

gi = q1(f1)
h + · · ·+ qm(fm)h

となるが, ここで x0 = 1 とおけば

gi(1, x) = q1(1, x)f1(x) + · · ·+ qm(1, x)fm(x) ∈ I.

従って G ⊂ I である.
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さて, f ∈ I とすると q1, . . . , qm ∈ K[x] が存在して

f = q1f1 + · · ·+ qmfm

となる. d := degδ(f), di := degδ(fi), ei := degδ(qi) とおき, e := max{di + ei | 1 ≤ i ≤ m}
とすると, e ≥ d で

x0
e−dfh =

m∑
i=1

x0
e−di−ei(qi)

h(fi)
h ∈ J

が成立することがわかる. J は {g1, . . . , gs} で生成されるから p1, . . . , ps ∈ K[x0, x] が存
在して

x0
e−dfh =

s∑
k=1

pkgk

となる. ここで x0 = 1 とおけば

f(x) = (fh)(1, x) =
s∑

k=1

pk(1, x)gk(1, x)

を得るから, I は G で生成されることがわかった.

次に

{lexp(f) | f ∈ I \ {0}} = mono(E(G)) (3.1)

を示そう. ここで右辺の E(G)は Gの順序 ≺δ に関する leading exponentsの集合である.

f ∈ I とする. 上の議論から, 適当な e ∈ Nをとれば x0
efh ∈ J となる. また, {g1, . . . , gs}

が ≺h に関する J のグレブナ基底であることから,

lexph(x0
efh) ∈ mono({lexph(g1), . . . , lexph(gs)}) (3.2)

がわかるが補題 2.3.2から, ある i ∈ N が存在して (i, lexp(f)) = lexph(x0
efh) となるか

ら, (3.2) より

lexp(f) ∈ mono({lexp(g1(1, x)), . . . , lexp(gs(1, x))}) = mono(E(G))

を得る. これで (3.1) が証明できた.

最後に

E(Ĩ) := {lexp(f) | f ∈ Ĩ \ {0}} = mono(E(G))

を示そう. f ∈ Ĩ \ {0} とすると q1, . . . , qs ∈ R が存在して

f(x) = q1(x)g1(1, x) + · · ·+ qs(x)gs(1, x)

となる. d := δ(lexp(f)), qi =
∑
α ciαx

α とおいて

q′i :=
∑

δ(α)≤d
ciαx

α ∈ K[x],

f ′(x) := q′1(x)g1(1, x) + · · ·+ q′s(x)gs(1, x) ∈ I
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と定義すれば

f ′′(x) := f(x)− f ′(x) = (q1(x)− q′1(x))g1(1, x) + · · ·+ (qs(x)− q′s(x))gs(1, x)

は δ(α) ≤ d であるような単項式 xα を含まないから lexp(f) = lexp(f ′ + f ′′) = lexp(f ′)

であり, (3.1) から lexp(f) = lexp(f ′) ∈ E(I) を得る. 従って E(Ĩ) ⊂ E(I) であるが,

E(Ĩ) ⊃ E(I) は明らかだから, (3.1) と合わせて, E(Ĩ) = E(I) = mono(E(G)) を得る. 2

この定理によって, 多項式で生成されるような巾級数環 R のイデアルについては, 多項
式環のグレブナ基底アルゴリズムでグレブナ基底が計算できることがわかった. これから
直ちに, 多項式 f1, . . . , fm ∈ K[x] が与えられたとき, dimK(R/Rf1 + · · ·+Rfm) を計算す
るアルゴリズムを得る. 特に, 多項式 f ∈ K[x] に対して, その Milnor 数

µ := dimR/R(∂f/∂x1) + · · ·+R(∂f/∂xn)

が計算できる. Milnor 数は, 超曲面の特異点の理論において重要である (例えば [Kan] と
そこに挙げられている文献を参照のこと).

また, 定理 2.3.5 の仮定のもとで, 多項式 f ∈ K[x] が与えられたとき, f ∈ Ĩ かどうか
を判定するには, 定理 2.3.5 の方法で f, f1, . . . , fm の生成する R のイデアル Ĩ ′ のグレブ
ナ基底を求め, E(Ĩ ′) = E(Ĩ) が成立するかどうかを見ればよい.

巾級数環の一般のイデアルについては, 完全な (実行可能な)アルゴリズムは今のところ
知られていないようであるが, グレブナ基底をある意味で逐次近似的に求める方法は開発
されている ([KFS]).

定理 2.3.6. 定理 2.3.5 の仮定の下で, 各 i, j ∈ {1, . . . , s} に対して

sp(gi, gj) = sij(x0, x)gi(x0, x)− sjigj(x0, x) =
s∑

k=1

qijk(x0, x)gk(x0, x) (3.3)

かつ
lexph(qijk(x0, x)gk(x0, x)) ≺h lexph(gi(x0, x)) ∨ lexph(gj(x0, x)) (3.4)

を満たす δ̃-斉次な多項式 qijk がとれる. このとき G のシジジー加群

S(g1(1, x0), . . . , gs(1, x0)) := {(h1, . . . , hs) ∈ Rs |
s∑

k=1

hk(x)gk(1, x) = 0}

は, {~vij | 1 ≤ i < j ≤ s} で生成される R のイデアルである. ただし

~vij := (0, . . . ,

(i)︷ ︸︸ ︷
sij(1, x), . . . ,

(j)︷ ︸︸ ︷
−sji(1, x), . . . , 0)− (qij1(1, x), . . . , qijs(1, x))

とおいた.

証明: (3.4)と補題 2.3.2から

lexp(qijk(1, x)gk(1, x)) � lexp(gi(1, x)) ∨ lexp(gj(1, x))

を得る. これと (3.3) の両辺に x0 = 1 を代入した式に定理 2.1.22を適用すればよい．2
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例 2.3.7. δ = (1, 1, 1), f1 := x− y2, f2 := xy− z2 として f1, f2 が生成するK[[x, y, z]] ま
たは C{x, y, z} のイデアル I のグレブナ基底を求めよう. (K は標数 0 とする.) x0 = t

と書くと,

(f1)
h = tx− y2, (f2)

h = xy − z2

で, これらが K[t, x, y, z] で生成するイデアルの全次数-辞書式順序によるグレブナ基底を
求めると, {(f1)

h, (f2)
h, g3}, ただし g3 := tz2− y3 となる. 従って G := {f1, f2, z

2− y3} は
I のグレブナ基底 (標準基底)である. 特に lexp(G) = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 0, 2)} である
から, {x− y2, z2 − y3} が I の極小グレブナ基底である. 特に代数多様体 f1 = f2 = 0 の
原点における接錐の方程式は x = z2 = 0 となる.

問題 1. 上の例を手計算で確かめよ.

例 2.3.8. 1章の例 1.1.33 を巾級数環において計算してみよう: x = x1, y = x2, z = x3 と
して

f1 := x3 − y2, f2 := y3 − z2, f3 := z3 − x2

とおく. δ = (1, 1, 1)の場合の I := Rf1 +Rf2 +Rf3 のグレブナ基底を定理 2.3.5を用いて
計算すると {f1, f2, f3} が I の極小グレブナ基底であることがわかる. 特に dimK R/I = 8

である.

問題 2. 1章の問題 3が巾級数環の場合にも拡張できることを示せ. またそれを用いて上
の例の結果を証明せよ.

問題 3. 定理 2.3.5を K[x]r の有限部分集合で生成される Rr の部分加群の場合に拡張
せよ.
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第3章 微分作用素環と線型偏微分方程
式系

3.1 微分作用素環
この章では x = (x1, . . . , xn) を変数, K を体として, 可換環 R として, 多項式環 K[x],

有理関数体 K(x), 形式巾級数環 K[[x]], 収束巾級数環 K{x}, あるいは U を Cn の連結
開集合として, U 上の正則関数のなす環 O(U), および U 上の代数的正則関数のなす環
Oalg(U) := O(U) ∩C(x), およびそれらの商体のうちのいずれかを考える.

R は K または C 上の代数 (多元環)でもある.

R には偏微分 ∂i := ∂/∂xi (i = 1, . . . , n) が微分 (derivation) として作用している. す
なわち ∂i : R → R は K-線型かつ任意の f, g ∈ R について ∂i(fg) = f(∂ig) + (∂if)g を
みたす. これによって R を微分環とみなすこともできるが, 我々はむしろ, これらの偏微
分と R の元から生成される作用素のなす環, すなわち微分作用素環を考察の対象とする.

以下では簡単のため, 体 K は標数 0 であると仮定する.

問題 1. K が標数 p > 0 の体で R = K[x] のとき, m ≥ p ならば任意の f ∈ R に対して
∂i
mf = 0 となることを示せ.

定義 3.1.1. R の K-自己準同型全体のなす (非可換)K-代数を EndK(R) で表わす. R-係
数の n 変数微分作用素環 (ring of differential operators) R〈∂〉 とは, R の元による掛け算
と微分 ∂1, . . . , ∂n で生成される EndK(R) の部分 K-代数のことである. R〈∂〉 の元を R-

係数の微分作用素と呼ぶ.

特に, An(K) := K[x]〈∂〉 と書き, 体 K 上の Weyl 代数と呼ぶ. 更に K = C のとき
は単に Weyl 代数と呼び An := An(C) と書く. また, 収束巾級数係数の微分作用素環を
D0 := C{x}〈∂〉 と書く (0 はCn の原点を表わす).

定義によって R は自然に左 R〈∂〉-加群の構造を持つ. また R〈∂〉 における積 ·は, a ∈ R
を R〈∂〉 の元とみたとき

∂i · a = a · ∂i +
∂a

∂xi
(i = 1, . . . , n), (1.1)

∂i · ∂j = ∂j · ∂i (i, j = 1, . . . , n) (1.2)

という関係式を満たす. R〈∂〉 は R を部分 K-代数として含み, 従って乗法の単位元 1 を
持つが (1.1) から ∂i · xi = xi · ∂i + 1 であるから, R〈∂〉は 非可換環である. 以下では R〈∂〉
における積において · は誤解のおそれのない限り省略する.
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R〈∂〉 の元 P は (1.1), (1.2) を用いて ∂1, . . . , ∂n が R の元より右にくる形 (正規形と呼
ぶ)にすると,

P = P (x, ∂) =
∑
β∈Nn

aβ∂
β (aβ ∈ R) (1.3)

という形の有限和で表わされる. ここで指数 β = (β1, . . . , βn) に対して ∂β = ∂1
β1 · · · ∂nβn

とおいた.

補題 3.1.2. P ∈ R〈∂〉 を (1.3) の形に表示したとき, P = 0 であるための必要十分条件
は, すべての β に対して aβ = 0 となることである.

証明: P が EndK(R)の元として 0であるとする．P 6= 0と仮定して ` := min{|β| | aβ 6= 0}
とおき，α ∈ Nn, |α| = ` とする．|β| > `, または |β| = ` かつ α 6= β のとき, βi > αi と
なる i があるから，∂β(xα) = 0 である．よって

0 = Pxα =
∑
|β|≥`

aβ∂
β(xα) = α1! · · ·αn!aα

となり，` の定義に反する．ゆえに P = 0 でなければならない．2

微分作用素を可換な式 (多項式または巾級数)で表示するため, 変数 ξ = (ξ1, . . . , ξn) (x

の双対変数と呼ぶ)を導入する.

定義 3.1.3. R-係数の微分作用素 P に対して P を正規形 (1.3) で表わしたとき

P (x, ξ) =
∑
β∈Nn

aβ(x)ξ
β

とおき, R-係数の多項式環 R[ξ] = R[ξ1, . . . , ξn] の元とみなす. (これを P の全表象 (total

symbol)と呼ぶことがある.) この対応によって, R〈∂〉 は K 上のベクトル空間としては
R[ξ] に同型である. 今後 P あるいは P (x, ∂) と書いたときは R〈∂〉 の元, P (x, ξ) と書い
たときは R[ξ] の元とみなすことにする.

また m := max{|β| | aβ 6= 0} のことを P の階数 (order) と呼び ord(P ) で表わす. この
とき

σ(P ) = σm(P ) :=
∑

|β|=m
aβξ

β ∈ R[ξ]

のことを P の (階数mの)主表象 (principal symbol)と呼ぶ. ` > m のときは σ`(P ) = 0

と定義する.

命題 3.1.4. (Leibniz の公式) P,Q ∈ R〈∂〉 に対して, その積を S = PQ とおくと,

S(x, ξ) =
∑
ν∈Nn

1

ν!

(
∂|ν|

∂ξν
P (x, ξ)

)(
∂|ν|

∂xν
Q(x, ξ)

)
(1.4)

が成立する. ここで ν = (ν1, . . . , νn) に対して ν! = ν1! · · · νn! とおいた. また P (x, ξ) は ξ

の多項式であるから, (1.4) の右辺は有限和である.
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証明: (1) まず P = ∂i
k, Q = a ∈ R の場合に (1.4) が成立することを k に関する帰納法

で証明しよう. まず k = 0 のときは P = 1 であるから明らか. k − 1 で (1.4) が成立した
とすると, Sk := ∂i

k · a とおくとき

Sk−1(x, ξ) =
k−1∑
ν=0

1

ν!
(k − 1) · · · (k − ν)ξik−1−ν ∂

νa

∂xiν

であるから

Sk(x, ∂) = ∂iSk−1(x, ∂)

=
k−1∑
ν=0

(k − 1) · · · (k − ν)
ν!

∂i

(
∂νa

∂xiν
∂i
k−1−ν

)

=
k−1∑
ν=0

(k − 1) · · · (k − ν)
ν!

(
∂νa

∂xiν
∂i
k−ν +

∂ν+1a

∂xiν+1
∂i
k−1−ν

)

となり, 従って

Sk(x, ξ) =
k−1∑
ν=0

(k − 1) · · · (k − ν)
ν!

(
∂νa

∂xiν
ξi
k−ν +

∂ν+1a

∂xiν+1
ξi
k−1−ν

)

=
k−1∑
ν=0

(k − 1) · · · (k − ν)
ν!

∂νa

∂xiν
ξi
k−ν +

k∑
ν=1

(k − 1) · · · (k − ν + 1)

(ν − 1)!

∂νa

∂xiν
ξi
k−ν

= aξi
k +

k−1∑
ν=1

k(k − 1) · · · (k − ν + 1)

ν!

∂νa

∂xiν
ξi
k−ν +

∂ka

∂xik

=
k∑
ν=0

1

ν!

∂νξi
k

∂ξi
ν

∂νa

∂xiν

を得るから, このとき (1.4) が示された.

(2) P = ∂β, Q = a ∈ R のときに, (1.4) が成立すること: Sβ := ∂β · a とおくと (1) を
くり返し用いて

Sβ = ∂2
β2 · · · ∂nβn

 β1∑
ν1=0

β1(β1 − 1) · · · (β1 − ν1 + 1)

ν1!

∂ν1a

∂x1
ν1
∂1
β1−ν1


= ∂3

β3 · · · ∂nβn

 β2∑
ν2=0

β1∑
ν1=0

β2(β2 − 1) · · · (β2 − ν2 + 1)

ν2!

β1(β1 − 1) · · · (β1 − ν1 + 1)

ν1!

· ∂ν1+ν2a

∂x1
ν1∂x2

ν2
∂2
β2−ν2 · ∂1

β1−ν1
)

= · · ·

=
∑

ν=(ν1,···,νn)≤β

β1(β1 − 1) · · · (β1 − ν1 + 1) · · · βn(βn − 1) · · · (βn − νn + 1)

ν!

·∂1
β1−ν1 · · · ∂nβn−νn

を得る. この式の total symbol を見れば, この場合も (1.4) が成立していることがわかる.
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(3) 一般の場合

P =
∑
β∈Nn

aβ∂
β, Q =

∑
β∈Nn

bβ∂
β

とすると,

S =
∑
α,β

aα∂
α · bβ · ∂β

であり, Sαβ := ∂α · bβ とおけば (2) から

Sαβ(x, ξ) =
∑
ν∈Nn

1

ν!

(
∂|ν|ξα

∂ξν

)(
∂|ν|bβ
∂xν

)

が成立するから

S(x, ξ) =
∑
α,β

aαSαβ(x, ξ)ξ
β

=
∑
α,β

aα
∑
ν

1

ν!

(
∂|ν|ξα

∂ξν

)(
∂|ν|bβ
∂xν

)
ξβ

=
∑
ν

1

ν!

∑
α,β

(
∂|ν|(aαξ

α)

∂ξν

)(
∂|ν|(bβξ

β)

∂xν

)

となって (1.4) が証明された. 2

命題 3.1.5. P,Q ∈ R〈∂〉 に対して ord(PQ) = ord(P )+ord(Q) かつ σ(PQ) = σ(P )σ(Q)

が (R[ξ] において)成立する.

証明: ord(P ) = m, ord(Q) = ` とすると, ∂|α|P (x, ξ)/∂ξα は ξ について高々 m− |α| 次
だから, ord(PQ) ≤ m+ ` で, (1.4) から

σm+`(PQ) = σ(P )σ(Q)

であり, R が整域だからこの右辺は 0 でない. 従って ord(PQ) = m + ` かつ σ(PQ) =

σm+`(PQ) = σ(P )σ(Q) である. 2

問題 2. 自然数 k と i = 1, . . . , n に対して, R〈∂〉 において

xi
k∂i

k = xi∂i(xi∂i − 1) · · · (xi∂i − k + 1)

が成立することを示せ.

座標変換によって引き起こされる微分作用素の変換を考察しておこう. x = (x1, . . . , xn)

をもとの Kn の座標系として, y = (y1, . . . , yn) という別の (局所)座標系が x と

yi = Fi(x) (i = 1, . . . , n), xj = Gj(y) (j = 1, . . . , n)

という関係で互いに結びつけられているとしよう. ここで考えている関数の環 R に応じ
て次の条件を仮定する:
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(1) R = K[x], K(x) のときは Fi, Gi ∈ R (i = 1, . . . , n);

(2) R = K[[x]], K{x} のときは Fi, Gi ∈ R かつFi(0) = Gi(0) = 0(すなわち定数項が 0)

(i = 1, . . . , n);

(3) R = O(U) (または R = Oalg(U)) のときは Fi ∈ R かつある連結開集合 V に対して
Gi ∈ O(V ) (または Gi ∈ Oalg(V )) (i = 1, . . . , n).

以下では (1),(2) の場合は R′ := R (正確には R における変数 x を y におきかえたも
の), (3) の場合には R′ := O(V ) または R′ := Oalg(V ) とおこう. すると上記の仮定のも
とで F := (F1, . . . , Fn) と G := (G1, . . . , Gn) は環同型

F ∗ : R′ 3 g(y) 7→ g(F (x)) ∈ R, G∗ : R 3 f(x) 7→ f(G(y)) ∈ R′

を引き起こし, これらは互いに逆写像になっている. P ∈ R〈∂〉 と g(y) ∈ R′ に対して
F∗(P ) ∈ EndK(R′) を

F∗(P )g(y) := (F ∗)−1P (F ∗(g)(x)) = G∗(P g(F (x))) ∈ R′

で定義しよう. ∂′ = (∂′1, . . . , ∂
′
n) = (∂/∂y1, . . . , ∂/∂yn) と書く.

補題 3.1.6. 上で定義した F∗ は R〈∂〉 から R′〈∂′〉 への環同型を定義する.

証明: F∗ が R〈∂〉 から EndK(R′) への環準同型であることは定義から容易に確かめられ
る. まず像が R′〈∂′〉 に含まれることを示そう. P = a(x) ∈ R のとき, g(y) ∈ R′ に対して

F∗(a)g(y) = G∗(a(x)g(F (x))) = a(G(y))g(y)

であるから F∗(a) = a(G(y)) ∈ R′ ⊂ R′〈∂′〉 である.

次に g(y) ∈ R′ に対して合成関数の微分の公式から

F∗(∂i)g(y) = G∗(∂i g(F (x)))

= G∗

 n∑
j=1

(∂′jg)(F (x))
∂Fj
∂xi

(x)


=

n∑
j=1

(∂′jg)(y)
∂Fj
∂xi

(G(y))

が成り立つから

F∗(∂i) =
n∑
j=1

∂Fj
∂xi

(G(y))∂′j ∈ R′〈∂′〉 (1.5)

を得る. R〈∂〉 は R と ∂ で生成される環であるから, 以上のことにより F∗ の像は R′〈∂′〉
に含まれることがわかる. G∗ についても同様であり, F∗ と G∗ が互いに逆写像になって
いることも容易にわかるから, 補題の結論が得られた. 2

η = (η1, . . . , ηn) を y の双対変数としよう.
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命題 3.1.7. 上の仮定のもとで P ∈ R〈∂〉 とすると

σ(F∗(P ))(y, η) = σ(P )

(
G(y),

∂F

∂x
(G(y))η

)

が成立する. ただし

∂F

∂x
(x)η :=

 n∑
j=1

∂Fj
∂x1

(x)ηj, . . . ,
n∑
j=1

∂Fj
∂xn

(x)ηj


とおいた.

証明: P ∈ R〈∂〉 が (1.3) の形で与えられたとしよう. m := ord(P ) とおくと命題 3.1.5 と
(1.5) から

σ(F∗(P ))(y, η) =
∑

|β|=m
F∗(aβ)σ(F∗(∂

β))

=
∑

|β|=m
aβ(G(y))

 n∑
j=1

∂Fj
∂x1

(G(y))ηj

β1

· · ·

 n∑
j=1

∂Fj
∂xn

(G(y))ηj

βn

= σ(P )

(
G(y),

∂F

∂x
(G(y))η

)

を得る. 2

Kn の余接束 (cotangent bundle) T ∗Kn は

T ∗Kn := {(x, ξ1dx1 + · · ·+ ξndxn) | x ∈ Kn, ξ1, . . . , ξn ∈ K}

で定義される. ここで変数 x を上のように座標変換して y で書いたときは, dxi を自然
に dy1, . . . , dyn で書き直すものとする. ただし, R が巾級数環のときは K = C または
K = R とする. 上の命題は微分作用素 P ∈ R〈∂〉 の主シンボル σ(P ) が余接束 T ∗Kn 上
の関数であることを意味している. しばしば, (x, ξ1dx1 + · · ·+ ξndxn) = (x, ξ1, . . . , ξn) と
略記する.

3.2 層
この節では以降の予備知識として, 層について復習しておく. 証明はほとんど省略する
ので, 適当な文献を参照されたい (例えば [HU], [Kaw]など). X を位相空間とするとき, F
が X 上の可換群の準層 (presheaf)とは, X のおのおのの開集合 U に対して可換群 F(U)

が定義され (F(∅) = {0} とする), また U ⊃ V であるような２つの開集合 U, V に対し
て, 準同型 ρV U : F(U)→ F(V ) (制限写像と呼ぶ)が定義されていて, ρUU は恒等写像で,

U ⊃ V ⊃ W のとき, ρWV ◦ ρV U が成立していることである. f ∈ F(U) に対して簡単の
ため ρV U(f) = f |V とも書く.

準層 F が層 (sheaf)であるとは, {Uλ}λ∈Λ を X の開集合の任意の族としてU :=
∪
λ∈Λ Uλ

とおくとき, 次の２条件 (S1), (S2) (局所性)が成り立つこと:
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(S1) f ∈ F(U) がすべての λ ∈ Λ について f |Uλ
= 0 をみたせば, f = 0;

(S2) 各 λ ∈ Λ に対して fλ ∈ F(Uλ) が与えられ, Uλ ∩Uµ 6= ∅ ならば fλ |Uλ∩Uµ= fµ |Uλ∩Uµ

が成り立っているとすると, すべての λ に対して f |Uλ
= fλ となるような f ∈ F(U)

が存在する.

更に層 F において, 各 F(U) が環で, U ⊃ V ならば ρV U が環準同型であるとき, F を
環の層 (sheaf of rings)と呼ぶ. R を X 上の環の層とするとき, X 上の層 F が (左) R-

加群の層 (sheaf of R-modules) または単に (左) R-加群 (R-module)であるとは, 各 F(U)

が (左) R(U)-加群であって, U ⊃ V のとき任意の f ∈ F(U) と a ∈ R(U) に対して
ρV U(af) = ρV U(a)ρV U(f) が成り立つことである.

F(U) の元を層 F の U 上の切断 (section)と呼ぶ. f ∈ F(U) がある開集合について成
り立つことを, 単に f ∈ F と略記することがある.

例 3.2.1. X := Cn 上の正則関数 (holomorphic function)の層 O = OX は,開集合 U ⊂ X

に対して, O(U) を U 上の正則関数の全体のなす環として定義される. (制限写像は通常
の関数として定義域を制限したものとする.) O は Cn 上の環の層である.

一般に X 上の層 F と点 p ∈ X に対して, F の p における茎 (stalk)とは U が p の開
近傍を動くときの帰納極限 (inductive limit)

Fp := lim
→
F(U) =

∪
U3p
F(U)/ ∼

のことである. ここで f ∈ F(U) と g ∈ F(V ) が同値 (f ∼ g) とは, ある p の開近傍
W ⊂ U ∩ V が存在して f |W= g |W が成り立つことと定義する. p の開近傍 U に対して
自然な準同型 ρp,U : F(U)→ Fp が定まる. f ∈ F(U) に対して ρp,U(F) = f |p とも書き,

f の p における芽 (germ)と呼ぶ.

例 3.2.2. 0 を Cn の原点とするとき, 巾級数展開から O0 = C{x} がわかる.

定義 3.2.3. X 上の層 F に対してその台 (support) を

Supp(F) := {p ∈ X | Fp 6= 0}

で定義する (ここで 0 は加群 {0} を表わす).

補題 3.2.4. F ′ を X 上の準層とするとき, X 上の層 F であって, 各点 p ∈ X に対して

lim
→
F ′(U) = Fp

をみたすものが同型を除いて一意的に存在する (ここで帰納極限は p の開近傍の全体にわ
たるものとする). この F のことを準層 F の層化 (sheafification) と呼ぶ. なお, X が局
所連結の場合は, 上の帰納極限において U は連結としてよいので, 準層 F ′ は連結開集合
U についてのみ F ′(U) が定義されていれば十分である.
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例 3.2.5. (1) A が可換群,環,加群などで, X が局所連結な位相空間のとき準層 U 7→ A

(U は連結開集合)の層化を定数層と呼び同じ文字 A で表わす. 開集合 U の連結成
分への分解を U =

∪
λ Uλ とすれば, A(U) =

∏
λA (直積)である. 実際この対応は

(S1),(S2) を満たす. また p ∈ X に対して Ap = lim
→
A = A (U は p の連結開集合の

全体を動く)が成り立つことは定義から明らかである.

(2) Cn 上の解析的微分作用素の環の層 D は準層 U 7→ O(U)〈∂〉 (U は連結開集合) の
層化として定義される. 開集合 U の連結成分への分解を U =

∪
λ Uλ とすれば,

D(U) =
∏
λO(Uλ)〈∂〉 である. 特に D の原点における茎はD0 = C{x}〈∂〉 となる.

O は左 D-加群の層である. また D はO-加群の層ともみなせる.

(3) 自然数 m に対して D(m) を準層

U 7−→ {P ∈ O(U)〈∂〉 | ord(P ) ≤ m} (U は Cn の連結開集合)

の層化とする. D(m) は D の O-部分加群であるが, D-部分加群ではない.

(4) Cn 上の代数的正則関数 (regular function)の層 Oalg は, 準層 U 7→ O(U)∩C(x) (U

は連結開集合)の層化として定義される. 開集合 U の連結成分への分解を U =
∪
λ Uλ

とすれば, Oalg(U) =
∏
λ(O(Uλ) ∩C(x)) である. また p ∈ Cn に対して

(Oalg)p = lim
→

(O(U) ∩C(x)) =

{
f

g

∣∣∣∣∣ f, g ∈ C[x], g(0) 6= 0

}
(U は p を含む連結開集合の全体を動く)が成り立つ.

(5) Cn 上の代数的微分作用素の層 Dalg は準層U 7→ Oalg(U)〈∂〉 (U は連結開集合) の層
化として定義される. このとき Oalg は左 Dalg-加群の層である. また Dalg はOalg-
加群の層ともみなせる.

問題 1. 上の例を確かめよ. また Oalg(Cn) = C[x], Dalg(Cn) = An (Weyl代数)であるこ
とを示せ.

R を X 上の環の層, F ,G を X 上の R-加群の層とする. G が F の (R-加群の)部分層
(subsheaf) とは, 各開集合 U に対して G(U) が F(U) の部分 (R(U)-)加群であることで
ある (G ⊂ F と書く). また, このとき, U 7→ F(U)/G(U) で定義される準層の層化 H のこ
とを F の G による商層 (quotient sheaf)と呼び F/G で表わす. H も自然に R-加群の層
になる.

R を X 上の環の層, F ,G を R-加群の層とする. ϕ : F → G が X 上の R-準同型で
あるとは, 各開集合 U に対して R(U)-準同型 ϕ(U) : F(U) → G(U) が定義されていて,

U ⊃ V のとき, ϕ(V ) ◦ ρV U = ρ′V U ◦ ϕ(U) が成り立っていることである. ただしここで
ρ′V U は層 G に付随する制限写像を表わすものとする. このとき p ∈ U に対して, 自然に
Rp-準同型 ϕp : Fp → Gp が誘導される. 誤解のおそれのないときには, ϕ(U) や ϕp を単に
ϕ で表わすことにする. また, このとき２つの R-加群の層 Ker ϕ と Imϕ を次で定義し
て, それぞれ層準同型 ϕ の核 (kernel), 像 (image)と呼ぶ:

(Ker ϕ)(U) := {f ∈ F(U) | ϕ(U)(f) = 0},
(Imϕ)(U) := {g ∈ G(U) | ∀p ∈ U,∃fp ∈ Fp s.t. g|p = ϕp(fp)}.
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Imϕ は準層 U 7→ Imϕ(U) の層化に他ならない.

定義 3.2.6. X, Y を位相空間, f : X → Y を連続写像とする.

(1) F を X 上の層とすると, 準層

V 7−→ F(f−1(V )) (V は Y の開集合)

は Y 上の層を定義する. この層を f∗F で表わし, F の f による順像 (direct image)

と呼ぶ.

(2) G を Y 上の層とするとき, X 上の準層

U 7−→ lim
→
G(V ) (U は X の開集合)

(帰納極限は f(U) を含む Y の開集合 V についてとる)の層化を f−1G で表わし, G
の f による逆像 (inverse image)と呼ぶ. 特に p ∈ X に対して (f−1G)p = Gf(p) が成
立する.

R を X 上の環の層, F , G, H を X 上のR-加群の層とするとき, 図式

F ϕ−→ G ψ−→ H

が X 上の R-加群の完全系列 (exact sequence)であるとは, ϕ, ψ が X 上の R-準同型で
あって Imϕ = Ker ψ が成立することである. これは, 各 p ∈ X に対して

Fp
ϕp−→ Gp

ψp−→ Hp

が Rp-加群の完全系列であることに他ならない. 特に

0 −→ F −→ G −→ H −→ 0

が R-加群の層の完全系列ならば F は G の R-部分加群の層で H = G/F とみなせる.

定義 3.2.7. R を位相空間 X 上の環の層, F を左 R-加群の層とする.

(1) F が X 上局所有限生成 (locally finitely generated) とは, X の各点 p に対して p の
開近傍 U と自然数 r, および U 上の R-準同型 ϕ が存在して

Rr ϕ−→ F −→ 0

が U 上の R-加群の完全系列 (すなわち Imϕ = F)となることである. ここで Rr

は開集合 V に対して r 個の直和加群 R(V )r を対応させる層を表わす.

(2) F が (左 R-加群の)連接層 (coherent sheaf), あるいは連接 (左) R-加群であるとは,

F が局所有限生成であって, 任意の自然数 r, 任意の開集合 U と U 上の任意の R-準
同型 ϕ : Rr → F に対して Ker ϕ も U 上局所有限生成になること. 特に環の層 R
が環の (左)連接層とは R が (左) R-加群の層として連接的であることと定義する.

49



上の定義の (2) において ~e1, . . . , ~er を r 次元単位ベクトルとして R(U)r の元とみなし
て gi := ϕ(U)(~ei) ∈ F(U) とおけば, 任意の開集合 V ⊂ U と ~f := (f1, . . . , fr) ∈ R(V )r に
対して

ϕ(V )(~f) = ϕ(V )(
r∑
i=1

fi~ei) =
r∑
i=1

fi(gi |V ) ∈ F(V )

となるから
(Ker ϕ)(V ) = {(f1, . . . , fr) ∈ R(V )r |

r∑
i=1

fi(gi |V ) = 0}

である.

命題 3.2.8. R を位相空間 X 上の環の層, F を X 上局所有限生成の R-加群とすると, F
の台 Supp(F) は X の閉集合である.

証明: p ∈ X とする. p 6∈ Supp(F) と仮定する. 定義から p の開近傍 U と U 上の R-加
群の完全系列

Rr ϕ−→ F −→ 0

が存在する. ~e1, . . . , ~er を r 次元単位ベクトルとして fi := ϕ(~ei) ∈ F(U) とおけば, Fp = 0

だから p の開近傍 V ⊂ U があって fi |V = 0 (i = 1, . . . , r) が成立する. q ∈ V のとき, 上
の完全系列は Fq が Rq-加群として f1, . . . , fr の q における芽で生成されることを意味す
るからFq = 0 である. 故に Supp(F) は閉集合である. 2

命題 3.2.9. (Serre の定理) R を X 上の環の連接層とする.

0 −→ F −→ G −→ H −→ 0

が X 上の R-加群の層の完全系列とする. F ,G,H のうち２つが連接的ならばもう一つも
連接的である.

この命題の証明は比較的容易である. 適当な参考書を参照されたい.

系 3.2.10. R を X 上の環の連接層とする. F が直和 Rr の部分 R-加群の層で, X で局
所有限生成とするとF は R-加群の連接層である.

証明: Rs から F への R-準同型 ϕ は Rs からRr への R-準同型とみなせるから, Rr が
連接であることを示せば十分. 上の命題で F = H = R, G = R2 とすれば, R2 が連接で
あることがわかる. これを繰り返せば Rr も連接であることがわかる. 2

ここでは証明しないが, 次の事実は基本的である:

定理 3.2.11. (1) O は Cn 上の環の連接層である (岡潔);

(2) Oalg は Cn 上の環の連接層である (J.P. Serre);

(3) D は Cn 上の環の連接層である (柏原正樹).

50



(1) の証明については多変数関数論の教科書を参照されたい ([HU],[Hi],[Hö] など). 証明
に用いられる主な道具は 2章で説明した古典的な Weierstrass の予備定理である. (3) の
証明には (1) を用いる. たとえば [Kash1], [Bj1], [Bj2] 等を参照されたい.

特に連接 O-加群のことを解析的連接層 (coherent analytic sheaf), 連接 Oalg-加群のこ
とを代数的連接層 (coherent algebraic sheaf) と呼ぶ.

問題 2. 多項式環のシジジーに関する定理 (定理 1.2.26)を用いて Oalg がCn 上の環の連
接層であることを証明せよ.

定義 3.2.12. RをX 上の環の層, F ,G をX 上の左R-加群の層とする．F から G へのR-

準同型ϕ : F → G とは，X の任意の開集合 U に対してR(U)-準同型 ϕ(U) : F(U)→ G(U)

が定義されていて，開集合 U, V が U ⊃ V を満たすとき ϕ(V ) ◦ ρV U = ρ′V U ◦ ϕ(U) が成
立することである．ただし ρV U は層 F に対する制限写像，ρ′V U は層 G に対する制限写
像を表す．
X の開集合 U に対して，F|U から G|U へのR|U -準同型の全体HomR(F ,G)(U) を対
応させて得られる（可換群の）準層HomR(F ,G) は層をなす．これをF から G への R-

準同型の層と呼ぶ.

命題 3.2.13. R を X 上の環の層, F ,G,H, I を X 上の左 R-加群の層とする.

(1) F −→ G −→ H −→ 0 を X 上の左 R-加群の層の完全系列とするとき,

HomR(F , I)←− HomR(G, I)←− HomR(H, I)←− 0

は X 上の可換群の層の完全系列である.

(2) 0 −→ F −→ G −→ H を X 上の左 R-加群の層の完全系列とするとき,

0 −→ HomR(I,F) −→ HomR(I,G) −→ HomR(I,H)

は X 上の可換群の層の完全系列である.

これは加群の場合の対応する事実からすぐにわかる.

最後に加群の層の係数拡大について述べておこう. R, R̃ を位相空間 X 上の環の層で,

R は R̃ の部分環の層であるとする. F を X 上の R-加群の層とする. このとき, 係数拡
大の層 F̃ := R̃ ⊗R F は準層

U 7−→ R̃(U)⊗R(U) F(U)

の層化として定義される. このとき F̃ は自然に R̃-加群となる.

次の命題は加群に対する同様の事実からすぐにわかる.

命題 3.2.14. R, R̃ を上と同様として,

F −→ G −→ H −→ 0

を X 上の R-加群の完全系列とすると

R̃ ⊗R F −→ R̃ ⊗R G −→ R̃ ⊗R H −→ 0

は R̃-加群の完全系列である.
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系 3.2.15. R, R̃ を上と同様として, F を X 上局所有限生成の R-加群とすると F̃ :=

R̃ ⊗R F は X 上局所有限生成の R̃-加群である.

証明: 定義によって, 各点 p に対して, p のある開近傍 U 上で R-加群の完全系列

Rr −→ F −→ 0

が存在する. これと上の命題から U 上の R̃-加群の完全系列

R̃r −→ F̃ −→ 0

を得る. これは F̃ が局所有限生成であることを意味する. 2

定義 3.2.16. R, R̃ を上と同様とするとき, R̃ が R 上 (右 R-加群として)平坦 (flat)とは
X 上の R-加群の任意の完全系列

0 −→ F −→ G −→ H −→ 0

に対して
0 −→ R̃ ⊗R F −→ R̃ ⊗R G −→ R̃ ⊗R H −→ 0

が X 上の R̃-加群の完全系列となることである. これは 各点 p ∈ X に対して R̃p が Rp

上平坦であることと同値である.

定理 3.2.17. Cn 上の正則関数の層 O は Oalg 上, 及び定数層 C[x] 上平坦である. また
D は Dalg 上, 及び定数層 An 上平坦である.

これは 7章 (補遺)で証明する.

3.3 微分方程式系とD-加群
以下では X を Cn の連結開集合とする. M を X 上の D-加群の連接層とする. 定義

3.2.7 の (1), (2) を合せると, 各 p ∈ X に対して p のある開近傍 U 上で D-加群の層の完
全系列

0←−M ϕ←− Dr ψ←− Ds (3.1)

が存在する. ~e1, . . . , ~er を r-次元単位ベクトル, ~e1
′, . . . , ~es

′ を s-次元単位ベクトルとして
uj ∈M(U) と Pij ∈ D(U) を

uj := ϕ(U)(~ej) ∈M(U) (j = 1, . . . , r),

ψ(~ei
′) =

r∑
j=1

Pij~ej = (Pi1, . . . , Pir) (i = 1, . . . , s)

で定義する. すると ϕ ◦ ψ = 0 であるから u1, . . . , ur はM(U) において関係式
r∑
j=1

Pijuj = 0 (i = 1, . . . , s) (3.2)
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を満たす.

さて F を左 D-加群の層としよう (たとえば O,D や実領域では無限回微分可能関数の
層, Schwartz の distribution の層, 佐藤超関数 (hyperfunction)の層など). 命題 3.2.13 に
より

0 −→ Hom D(M,F) −→ Hom D(Dr,F) −→ Hom D(Ds,F)

は完全系列であるが, f ∈ Hom D(Dr,F)(V ) に対して (f(~e1), . . . , f(~er)) ∈ F(V )r を対応
させることにより Hom D(Dr,F) は F r に同型であるから

0 −→ Hom D(M,F)
ϕ′
−→ F r ψ′

−→ F s (3.3)

という完全系列を得る. ここで層準同型 ψ′ は, 開集合 V ⊂ U と (f1, . . . , fr) ∈ F(V )r に
対して

ψ′(V )((f1, . . . , fr)) =

 r∑
j=1

P1jfj, · · · ,
r∑
j=1

Psjfj

 ∈ F(V )s

で定義されることがわかる. 従って (3.3) から

Hom D(M,F)(V ) ' (Ker ψ′)(V )

= {(f1, . . . , fr) ∈ F(V )r |
r∑
j=1

Pijfj = 0 (1 ≤ ∀i ≤ s)}

を得る. 言換えれば, M の D-加群としての生成元 u1, . . . , ur はM において (3.2) とい
う関係式を満たしていて, 従って f がM から F への D-準同型ならば, fj := f(uj) はす
べての i = 1, . . . , s に対して “関数空間” F における微分方程式系

r∑
j=1

Pijfj = f

 r∑
j=1

Pijuj

 = 0 (i = 1, . . . , s)

を満たさなければならない. 逆にこの微分方程式系をみたすような f1, . . . , fr ∈ F があれ
ば, すべての j に対して f(uj) = fj となるような D-準同型 f が一意的に定まることに
なる.

そこで, 連接 D-加群M は U 上では, “未知関数”(実際にはM の生成元) u1, . . . , ur に
対する連立線型微分方程式系 (3.2) を表わし, Hom D(M,F) はその F における (すなわ
ち u1, . . . , ur ∈ F としたときの)解の層を表わしていると考えることができる.

ただし M に対して, (3.1) のような完全系列はいろいろ取り得るから, それによって,

対応する具体的な微分方程式系 (3.2) の形は (未知関数の個数 r もこめて)変わりうるこ
とになるが, Hom D(M,F) は (3.1) のような完全系列の選び方によらず,M と F の抽象
的なD-加群としての構造そのものから定まる. そこで我々は, 開集合 X 上の微分方程式
系とはX 上の連接 D-加群のことと定義しよう. すると (3.1) の完全系列はその一つの U

における具体的表示を与えていることになる.

逆に Pij ∈ D(X)(i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , r) が与えられたとしよう. X 上の D-加群の層
N を U ⊂ X に対して

N (U) := {
s∑
i=1

Qi(Pi1, . . . , Pir) | Q1, . . . , Qs ∈ D(U)} ⊂ D(U)r
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で定義してM := Dr/N とおこう. このとき

N = D(P11, . . . , P1r) + . . .+D(Ps1, . . . , Psr) ⊂ Dr

と書くことにする. 系 3.2.10 によって N は X 上の D-加群の連接層である. 従って命題
3.2.9 からM は X 上で定義された D-加群の連接層である. このとき X 上で (3.1) の形
の完全系列があることがわかる. ここで ~ej のM(X) における剰余類を uj と書けば, ϕ,

ψ は U ⊂ X に対して

ϕ(U)(A1, . . . , Ar) =
r∑
j=1

Ajuj |U ∈M(U) (A1, . . . , Ar ∈ D(U)),

ψ(U)(B1, . . . , Bs) =
s∑
i=1

Bi(Pi1, . . . , Pir) ∈ D(U)r (B1, . . . , Bs ∈ D(U))

で定義される. このようにして, 与えられた Pij ∈ D(X) (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , s) から
X 上の連接 D-加群M が定まる. このとき,M を微分方程式系と同一視して

M :
r∑
j=1

Pijuj = 0 (i = 1, . . . , s)

と書こう.

もちろん一般には与えられた D-加群の連接層M に対して (3.1) のような完全系列は
X 上で存在するとは限らないので, 上のようにして与えられた Pij 達から定まる M は
X 上の連接 D-加群としては特殊なものである. 例えば X 上のベクトル束に値をとるよ
うな未知関数に対する微分方程式系に対応する連接 D-加群は, 一般にはX 上で大域的に
は (3.1) のような表示を持たないであろう.

特に Pij ∈ An = C[x]〈∂〉 から上のようにして定まるCn 上の連接 D-加群M のことを
代数的線型微分方程式系と呼ぼう. このとき (An)

r の部分 An-加群 N を

N := {
s∑
i=1

Qi(Pi1, . . . , Pir) | Q1, . . . , Qs ∈ An}

で定義して M := (An)
r/N とおけば M は左 An-加群であり, 上のように定めたM とは

M = D⊗An M という関係がある (ここでは An と M を Cn 上の定数層とみなしている).

実際, ψ′((Q1, . . . , Qs)) :=
∑s
i=1Qi(Pi1, . . . , Pir) とおくと

0←−M ←− (An)
r ψ′
←− (An)

s

は An-加群の完全系列であるから, 命題 3.2.14 により

0←− D ⊗An M ←− Dr
ψ←− Ds

は D-加群の完全系列である. 従って D⊗An M = Dr/Imψ =M である. すなわち, 代数
的線型微分方程式系とは, 有限生成の左 An-加群 M の D への係数拡大となるような連接
D-加群のことである. 更に特別な場合として, Pij ∈ C[∂] の場合はこのM のことを定数
係数線型微分方程式系と呼ぶ (これは座標系の取り方に依存する).
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次に未知関数の変換を考えよう. Mを Cn の開集合 X 上の連接 D加群であって, p ∈ X
の近傍 U で Pij ∈ D(U) を用いて

M :
r∑
j=1

Pijuj = 0 (i = 1, . . . , s)

と表わされるものとしよう. v1, . . . , vm ∈ M(U) を任意にとると, p の開近傍 V ⊂ U と
Aij ∈ D(V ) が存在して

vi|V =
r∑
j=1

Aijuj|V (i = 1, . . . ,m)

と書ける. v1, . . . , vm の生成するM の部分 D-加群の層を

M′ := Dv1 + · · ·+Dvm ⊂M

とする. すなわちM′ は準層

W 7−→ {Q1(v1|W ) + · · ·+Qm(vm|W ) | Q1, . . . , Qm ∈ D(W )}

の層化である (W は V の開集合). このときM′ は V 上の連接 D-加群であり, M の部
分層でもある. 特にM′ =M のときは (V では)M′ はM と同じ微分方程式系を表わし
ていることになる. 一方M′ の表わす (“未知関数” v1, . . . , vm に関する)微分方程式系は
p の近傍では

0←−M′ ϕ′
←− Dm ←− D`

という形の完全系列から定まるものである. ここで ϕ′ は

ϕ′(Q1, . . . , Qm) = Q1v1 + · · ·+Qmvm

で定義される D-準同型である. 従ってM の生成元をとりかえることで, 見掛け上は異な
るが, D-加群としては同型な微分方程式系が得られる.

例 3.3.1. Cn 上の層 O を左 D-加群とみなそう. D-準同型 h : D −→ O を P ∈ D に対し
て h(P ) = P1 ∈ O で定義しよう (ここで P1 は関数 1 ∈ O への微分作用素 P の作用を表
わす). P を (aα ∈ O(U) として) (1.3) の形で表わしたとき P1 = a0 であるから, P1 = 0

ならば適当な Q1, . . . , Qn ∈ D を用いて P = Q1∂1 + · · · + Qn∂n と書ける. 逆に P がこ
う書けるとき P1 = 0 であるから,

0←− O h←− D ψ←− Dn

は Cn 上の D-加群の完全系列である (ただし ψ(Q1, . . . , Qn) := Q1∂1 + · · ·+Qn∂n). すな
わち O は D-加群としては Cn 上の (定数係数)微分方程式系

∂1u = . . . = ∂nu = 0

に対応している. U が Cn の連結開集合のとき

{f ∈ O(U) | ∂1f = . . . = ∂nf = 0} = C

であるから微分方程式系 O の正則関数解の層 Hom D(O,O) は Cn 上の定数層 C である.
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例 3.3.2. n = 1 として, 複素数 λ に対して C 上の連接 D-加群Mλ を

Mλ := D/D(x∂ − λ) = Duλ

で定義しよう (uλ は 1 ∈ D(C) のMλ における剰余類を表わす). すなわちMλ は C 上
の微分方程式 (x∂ − λ)uλ = 0 を表わしている.

さて D-準同型 F :Mλ+1 −→Mλ を

F (Auλ+1) = Axuλ (A ∈ D)

で定義しよう. F が well-defined であることを確かめるため, p を C の任意の点として F

が Dp-準同型
F : Dp/Dp(x∂ − λ− 1) −→ Dp/Dp(x∂ − λ)

を誘導することを見よう. 実際 A ∈ Dp(x∂ − λ − 1) のとき, A = B(x∂ − λ − 1) となる
B ∈ Dp が存在する. このとき

0 = F (Auλ+1) = AF (uλ+1) = Axuλ

でなければならないが, 一方 (1.1) から

Ax = B(x∂ − λ− 1)x = Bx(x∂ − λ) ∈ Dp(x∂ − λ)

であるから, F が well-defined であることがわかった. (A 7→ Ax は D から D への D-準
同型であるから F が D-準同型であることは明らか.)

次に λ 6= −1 と仮定してD-準同型 G :Mλ −→Mλ+1 を

G(Auλ) =
1

λ+ 1
A∂uλ+1 (A ∈ D)

で定義しよう. ある B ∈ Dp によって A = B(x∂ − λ) と書けるとき,

A∂ = B(x∂ − λ)∂ = B∂(x∂ − λ− 1)

であるから G は D-準同型として well-defined である. 更に

F (G(uλ)) =
1

λ+ 1
F (∂uλ+1)

=
1

λ+ 1
∂xuλ =

1

λ+ 1
(x∂ + 1)uλ

=
1

λ+ 1
(λ+ 1)uλ = uλ

かつ

G(F (uλ+1)) = G(xuλ) =
1

λ+ 1
x∂uλ+1

=
1

λ+ 1
(λ+ 1)uλ+1 = uλ+1
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であるから, F , G は共に同型で互いに逆写像である. 以上により λ 6= −1 ならばMλ と
Mλ+1 はD-加群として C 上で同型であることがわかった. 特に vλ := F (uλ+1) ∈Mλ(C)

とおけばMλ = Duλ = Dvλ であり,Mλ の生成元を vλ にとりかえると,Mλ は微分方程
式 (x∂ − λ− 1)vλ = 0 を表わすことになる.

なお巾級数展開からわかるように

Hom D(M0,O)0 ' C, Hom D(M−1,O)0 = 0

であるからM0 とM−1 は D-加群として同型でない.

問題 1. U を C の連結開集合, a1, . . . , am ∈ O(U) として

P := ∂m + a1∂
m−1 + · · ·+ am−1∂ + am ∈ D(U)

とおき, U 上の連接 D-加群 M を M := D/DP = Du で定義する (u は 1 ∈ D の剰余
類). 一方 ~P1, . . . , ~Pm ∈ D(U)m を

~P1 := (∂,−1, 0, . . . , 0),

~P2 := (0, ∂,−1, 0, . . . , 0),

. . .

~Pm−1 := (0, . . . , 0, ∂,−1),

~Pm := (am, am−1, . . . , a2, ∂ + a1)

で定義し, U 上の連接 D-加群 L を

L := Dm/D ~P1 + · · ·+D ~Pm = Dv1 + · · ·+Dvm

で定義する (vi は単位ベクトル ~ei ∈ Dm の剰余類). このとき, それぞれ F (u) = v1,

G(Q1v1 + · · ·+Qmvm) = (Q1 +Q2∂ + · · ·+Qm∂
m−1)u (Q1, . . . , Qm ∈ D)

を満たすような U 上の D-準同型

F :M−→ L, G : L −→M

が定義でき互いに逆写像になっていることを示せ.

M を p ∈ Cn の開近傍 U で (3.1) のような表示を持つ連接D-加群とする. D の連接
性により p の開近傍 V ⊂ U では

0←−M ϕ←− Dr ψ←− Ds χ←− Dt

という D-加群の完全系列が存在する. このとき Qij ∈ D(V )があって,任意の A1, . . . , At ∈
D に対して

χ(A1, . . . , At) =

(
t∑
i=1

AiQi1, . . . ,
t∑
i=1

AiQis

)
=

t∑
i=1

Ai(Qi1, . . . , Qis)
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となる. すると ψ ◦ χ = 0 より
s∑

k=1

QikPkj = 0 (i = 1, . . . , t; j = 1, . . . , r)

が成立する. 従って F を D-加群として fj, gi ∈ F が非斉次線型偏微分方程式系
r∑
j=1

Pijfj = gi (i = 1, . . . , s) (3.4)

を満たしているとすると,

s∑
i=1

Qkigi =
r∑
j=1

s∑
i=1

QkiPijfj = 0 (k = 1, . . . , t) (3.5)

でなければならない. 従って (3.5) は与えられた g1, . . . , gs ∈ F に対して (3.4) が解
f1, . . . , fr ∈ F を持つための必要条件 (両立条件)を表わしている.

例 3.3.3. 例 3.3.1 において

0←− O h←− D ψ←− Dn χ←−
⊕
i<j

D (3.6)

は Cn 上の D-加群の完全系列である. ここで⊕
i<j

D = {(Pij)1≤i<j≤n) | Pij ∈ D},

χ((Pij)i<j) =
∑

1≤i<j≤n
Pij(0, . . . ,

(i)

∂j, . . . ,
(j)

−∂i, . . . , 0) ∈ Dn

である. 実際, {∂1, . . . , ∂n} は多項式環 C[∂] ' C[ξ] において明らかにグレブナ基底になっ
ているから, 定理 1.2.26 により

0←− C
h′←− C[∂]

ψ′
←− C[∂]n

χ′
←−

⊕
i<j

C[∂]

は C[∂]-加群の完全系列である. ただし h′, ψ′, χ′ は h, ψ, χ を D から定数層 C[∂] へ制限
したものである. D は C[∂] 上平坦であることがわかるので, この完全系列にテンソル積
D⊗C[∂] を施せば, (3.6) が完全系列であることがわかる. 従って, 非斉次方程式系

∂if = gi (i = 1, . . . , n)

が D-加群 F において解 f を持つためには, 両立条件

∂jgi = ∂igj (1 ≤ i < j ≤ n)

が満たされていることが必要である.
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3.4 特性多様体
M を Cn の連結開集合 X 上の連接 D-加群とする. M0 をM の局所有限生成の O-

部分加群であって X 上でM = DM0 となっているようなものとする (この右辺は準層
U 7→ D(U)M0(U) = {∑m

i=1 Pivi | m ∈ N, Pi ∈ D(U), vi ∈ M0(U)} の層化を表わす). 例
えば,M が U ⊂ X 上で (3.1) の表示を持てば,

M0 := Ou1 + · · ·+Our ⊂M

(右辺は準層 U 7→ O(U)u1|U + . . . +O(U)ur|U の層化を表わす) は U 上では上記の条件
を満たす. 従って上のようなM0 は少なくとも局所的にはいつでも存在する.

さて,上のようなM0 を用いて k ∈ Zに対してMk := D(k)M0 とおこう (ただし k < 0

のときはMk = 0 とする). D(k) は O-加群としては O の有限個の直和だから, 各Mk は
M の局所有限生成の O-部分加群である. このとき, O-加群 gr(M) を直和

gr(M) :=
∞⊕
k=0

(Mk/Mk−1)

で定義しよう. gr(M)には次のようにして,自然に O[ξ]-加群の構造が入る (ここで O[ξ] =

O[ξ1, . . . , ξn] は準層 U 7→ O(U)[ξ] の層化である): P ∈ D(m) と u ∈Mk に対して

Pu ∈ D(m)Mk = D(m)D(k)M0 = D(m+ k)M0 =Mm+k

であるから, 同値類 [Pu] ∈ Mm+k/Mm+k−1 は P の主シンボル σ(P ) ∈ O[ξ] のみによっ
て定まる. これによって gr(M) には O[ξ] が作用しており, O[ξ]-加群になる.

T ∗X := {(x, ξ) = (x, ξ1dx1 + · · ·+ ξndxn) | x ∈ X, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn}

を X の余接束として, OT ∗X を T ∗X 上の (x, ξ) の正則関数の環の層とする. 射影 π :

T ∗X −→ X を π(x, ξ) = x で定義すると π−1O[ξ] は OT ∗X の部分環の層であり, 定理
3.2.17 から OT ∗X は π−1O[ξ] 上平坦であることがわかる. 一般に X 上の O[ξ]-加群 F に
対して

µ(F) := OT ∗X ⊗π−1O[ξ] π
−1F

とおく. これは T ∗X 上の OT ∗X-加群である.

定義 3.4.1. 上の仮定のもとで T ∗X 上の層 µ(gr(M)) の台のことを M の特性多様体
(characteristic variety) と呼び Char(M) で表わす.

Char(M) が 上のような M0 のとり方によらないことを示すのが次の目標である. そ
のために上のような状況を少し一般化しておこう.

定義 3.4.2. M を X 上の連接 D-加群とする. {Mk}k∈Z がM の (X 上の) good filtra-

tion とは,

(1) 各Mk はM の局所有限生成 O-部分加群;
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(2) すべての k ∈ Z についてMk ⊂Mk+1 かつある ` ∈ Z に対してM` = 0;

(3) すべての k, ` ∈ Z に対して D(`)Mk ⊂Mk+`;

(4)
∪
k∈ZMk =M すなわち, すべての p ∈ X に対して ∪

k∈Z(Mk)p =Mp;

(5) ある k0 ∈ Z があって, すべての k ≥ k0 に対してMk = D(k − k0)Mk0 .

このとき各Mk/Mk−1 は自然に O-加群の構造を持つ. gr(M) を直和

gr(M) :=
⊕
k∈Z

Mk/Mk−1

で定義すると, gr(M) は D のM への作用から導かれるO[ξ] ' ⊕k≥0D(k)/D(k − 1) の
作用で O[ξ]-加群となる. こうして定義される O[ξ]-加群 gr(M) のことをM の filtration

{Mk} に付随する graded module と呼ぶ.

M0 をM = DM0 を満たすようなM の局所有限生成 O-部分加群とすると, Mk :=

D(k)M0 とおけば {Mk} が good filtration であることは明らかであろう. なお, 上の条
件 (5) において k1 ≥ k0 ならば k ≥ k1 のとき

Mk = D(k − k0)Mk0 = D(k − k1)D(k1 − k0)Mk0 = D(k − k1)Mk1

であるから k0 を k1 にとりかえても (5) が成り立つことに注意しておく.

補題 3.4.3. {Mk} と {M′
k} を X 上の連接 D-加群M の２つの good filtration とする

と, 任意の p ∈ X に対して, p のある開近傍 U とある ` ∈ N が存在して, すべての k ∈ Z

に対して U 上で
Mk−` ⊂M′

k ⊂Mk+`

が成立する.

証明: 定義 3.4.2 の (5) から, すべての k ≥ k0 に対してMk = D(k − k0)Mk0 かつ
M′

k = D(k − k0)M′
k0
が成り立つような k0 ∈ N をとれる. 任意の p ∈ X に対して, p の

近傍 U と u1, . . . , ur ∈Mk0(U) が存在して U 上で

Mk0 = Ou1 + · · ·+Our

が成立する. 同様にして v1, . . . , vs ∈M′
k0

(U) が存在して U 上で

M′
k0

= Ov1 + · · ·+Ovs

が成立しているとしてよい.

M′
k0
⊂M =

∪
k≥k0
Mk =

∪
k≥k0
D(k − k0)Mk0 = Du1 + · · ·+Dur

であるから, 必要なら pの開近傍 U を小さく取り直すことにより, Pij ∈ D(U)が存在して

vi =
r∑
j=1

Pijuj (i = 1, . . . , s)
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が成立する. 従って Pij 達の階数の最大値を ` とおけば

M′
k0
⊂ D(`)Mk0 =Mk0+`

である. 定義によってM′
k1

= 0 なる k1 ≤ k0 がある. このときすべての k ∈ Z に対して
M′

k ⊂M`+k0−k1+k が成立する. 実際, k ≥ k0 のときは

M′
k = D(k − k0)M′

k0
⊂ D(k − k0)M`+k0 =M`+k ⊂M`+k0−k1+k,

k1 < k < k0 のときは
M′

k ⊂M′
k0
⊂M`+k0 ⊂M`+k0−k1+k,

k ≤ k1 のときはM′
k = 0 であるから明らか. 従って ` + k0 − k1 を改めて ` とすればよ

い. Mk とM′
k を取り替えて同じ議論をすれば補題の主張が示される. 2

定理 3.4.4. M を X 上定義された連接 D-加群, {Mk} と {M′
k} をM の２つの good

filtration として

gr(M) :=
⊕
k∈Z

Mk/Mk−1, gr′(M) :=
⊕
k∈Z

M′
k/M′

k−1

とおくと,

Supp(µ(gr(M))) = Supp(µ(gr′(M))) = Char(M)

が成立する.

証明: 補題 3.4.3によりある ` ∈ N があって, すべての k ∈ Z に対して

Mk−` ⊂M′
k ⊂Mk+`

が成立するとしてよい.
⊕
k∈ZMk+`/Mk+`−1 =

⊕
k∈ZMk/Mk−1 であるから, {Mk} の添

字をずらすことにより, すべての k ∈ Z について

Mk−` ⊂M′
k ⊂Mk

が成立すると仮定しても一般性を失わない. このとき, 定理の主張を ` に関する帰納法で
証明しよう.

(1) ` = 1 のとき: 各 k ∈ Z について, O-加群の２つの完全系列

0 −→M′
k/Mk−1 −→Mk/Mk−1 −→Mk/M′

k −→ 0,

0 −→Mk−1/M′
k−1 −→M′

k/M′
k−1 −→M′

k/Mk−1 −→ 0

が自然に定義される. ここで

L :=
⊕
k∈Z

M′
k/Mk−1, N :=

⊕
k∈Z

Mk/M′
k
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とおくと,M′
k−1 ⊂Mk−1 かつMk−1 ⊂M′

k だから L,N は自然な O[ξ]-加群の構造を持
つ. 従って上の完全系列から O[ξ]-加群の完全系列

0 −→ L −→ gr(M) −→ N −→ 0,

0 −→ N −→ gr′(M) −→ L −→ 0

を得る. OT ∗X は π−1O[ξ] 上平坦であるから,

0 −→ µ(L) −→ µ(gr(M)) −→ µ(N ) −→ 0,

0 −→ µ(N ) −→ µ(gr′(M)) −→ µ(L) −→ 0

は OT ∗X-加群の完全系列である. これから

Supp(µ(gr(M))) = Supp(µ(L)) ∪ Supp(µ(N )) = Supp(µ(gr′(M)))

を得る.

(2) ` ≥ 2 のとき: M′′
k :=Mk−1 +M′

k とおくと {M′′
k} はM の good filtration である.

定義からすべての整数 k に対して

Mk−1 ⊂M′′
k ⊂Mk, M′′

k−`+1 ⊂M′
k ⊂M′′

k

が成り立つことがわかる. gr′′(M) :=
⊕

k∈ZM′′
k/M′′

k−1 とおくと, 帰納法の仮定から

Supp(µ(gr(M))) = Supp(µ(gr′′(M))) = Supp(µ(gr′(M)))

を得る. 2

例 3.4.5. O を Cn 上の D-加群とみなす. M0 := O とすればMk := D(k)O = O であ
るから {Mk} は O の good filtration で, この filtration に付随する graded module は

gr(O) = O = O[ξ]/(O[ξ]ξ1 + · · ·+O[ξ]ξn)

であるから
µ(gr(O)) = OT ∗X/(OT ∗Xξ1 + · · ·+OT ∗Xξn)

となり, 従って

Char(O) = Supp(µ(O)) = {(x, ξ) ∈ T ∗X | ξ1 = . . . = ξn = 0}

である.

次の２つの補題の証明は省略する. 例えば, [Kash1] を参照のこと.

補題 3.4.6. M0 を連接 D-加群M の局所有限生成の O-部分加群とすると, M0 は連接
O-加群である.

補題 3.4.7. M を連接 D-加群で {Mk} は定義 3.4.2 の (1)—(4) をみたすものとして
gr(M) :=

⊕
k∈ZMk/Mk−1 とおくと, gr(M) が連接 O[ξ]-加群であるための必要十分条

件は {Mk} が定義 3.4.2 の (5) も満たすことである.
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定理 3.4.8.

0 −→ L −→M ϕ−→ N −→ 0

を連接 D-加群の完全系列とするとChar(M) = Char(L) ∪ Char(N ) が成立する.

証明: L はM の D-部分加群とみなせる. {Mk} をM の good filtration として

Lk :=Mk ∩ L, Nk := ϕ(Mk)

とおくと, Mk = D(k − k0)Mk0 ならば Nk = ϕ(D(k − k0)Mk0) = D(k − k0)Nk0 が成り
立つから, {Nk} は N の good filtration である. 各整数 k について定義から

0 −→ Lk −→Mk
ϕ−→ Nk −→ 0 (4.1)

は O-加群の完全系列である. 従って補題 3.4.6 によりMk と Nk は連接 O-加群だから,

命題 3.2.9 により Lk も連接 O-加群, 特に局所有限生成である. (4.1) からそれぞれの
filtration に付随する graded module をとって, O[ξ]-加群の完全系列

0 −→ gr(L) −→ gr(M) −→ gr(N ) −→ 0

を得る. {Mk} , {Nk} は good filtration だから, 補題 3.4.7 と命題 3.2.9 により {Lk} も
good filtration であることがわかる. 従って OT ∗X-加群の完全系列

0 −→ µ(gr(L)) −→ µ(gr(M)) −→ µ(gr(N )) −→ 0

と定理 3.4.4 から結論を得る. 2

次に, 特性多様体のもう少し具体的な表示を導こう. M を X 上の連接 D-加群とする
と, p ∈ X の開近傍 U でD-加群の完全系列

0←−M ϕ←− Dr

が存在する. このときMk := ϕ(D(k)r) とおくと {Mk} はM の good filtration である.

N := Ker ϕ, Nk := Ker ϕ ∩ D(k)r

とおくと,

0←−M ϕ←− Dr ←− N ←− 0

は D-加群の完全系列だからN は U 上の連接 D-加群であって, 定理 3.4.8 の証明からわ
かるように {Nk} はN の good filtration である. これらの filtration に付随する graded

module をとれば OT ∗X-加群の完全系列

0←− µ(gr(M))←− (OT ∗X)r ←− µ(gr(N ))←− 0

を得る. 従って µ(gr(N )) を (OT ∗X)r の部分加群とみなしたとき,

Char(M) ∩ T ∗U = {p∗ = (x, ξ) ∈ T ∗U | µ(gr(N ))p∗ 6= (OT ∗U)rp∗}

を得る. 特に r = 1 のときは

µ(gr(N ))p∗ 6= (OT ∗U)p∗ ⇐⇒ ∀f ∈ gr(N )p∗ , f(x, ξ) = 0

⇐⇒ ∀P ∈ Np∗ , σ(P )(x, ξ) = 0

であるから, 次の命題が証明できた.
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命題 3.4.9. M をある u ∈ M(X) によってM = Du となっているような連接 D-加群
として, D の左イデアルの層 I を I(U) := {P ∈ D(U) | Pu = 0} で定義すると,

Char(M) = {(x, ξ) ∈ T ∗X |任意の P ∈ Ix に対して σ(P )(x, ξ) = 0}

が成立する.

定理 3.4.10. M を X 上の連接 D-加群とすると, その特性多様体 Char(M) は T ∗X の
斉次な解析的部分集合である. すなわち (x, ξ) ∈ Char(M) ならば, すべての c ∈ C \ {0}
に対して (x, cξ) ∈ Char(M) であり, Char(M) は局所的には (x, ξ) の有限個の正則関数
の共通零点である.

証明: Mの生成元の個数 r についての帰納法で証明しよう. まず r = 1とする. M = Du
なる u ∈M をとって

I := {P ∈ D | Pu = 0}, Ik := I ∩ D(k)

とおけば, 前の議論からわかるように {Ik} は I の good filtration であって, graded ideal

gr(I) は局所有限生成だから, 有限個の P1, . . . , Ps ∈ I が存在して, gr(I) は O[ξ] 上
σ(P1), . . . , σ(Ps) で生成される. 従って命題 3.4.9 により

Char(M) = {(x, ξ) | σ(P1)(x, ξ) = . . . = σ(Ps)(x, ξ) = 0}

が成り立つから, Char(M) は T ∗X の斉次な解析的部分集合である.

r > 1 のときは,M の U における生成元 u1, . . . , ur をとって,

N := Du1 + · · ·+Dur−1 ⊂M

とおくと, N は連接 D-加群M の D-部分加群だから連接である. そこで L :=M/N と
おけば,

0 −→ N −→M −→ L −→ 0

は連接 D-加群の完全系列である. L = D[ur] ([ur] は ur の M/N における剰余類を
表わす) であるから, L と N に対しては帰納法の仮定が使えて, 定理 3.4.8 によって
Char(M) = Char(L) ∪ Char(N ) も斉次な解析的部分集合であることがわかる. 2

3.5 Cauchy 問題
X を Cn の連結開集合として, Y を X の複素 (解析的)部分多様体とする. 従って各点

p ∈ Y の X における開近傍 U では, 微分が一次独立な正則関数 ϕ1, . . . , ϕd ∈ O(U) が
あって

Y ∩ U = {x ∈ U | ϕ1(x) = . . . = ϕd(x) = 0}

となる. 自然な埋め込み写像を ι : Y −→ X とする. 一般に X 上の層 F に対して,

F|Y := ι−1F と略記しよう. F|Y は Y の各点 p に対して 茎が Fp と一致するような Y

上の層である.
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Y 上の正則関数の層を OY で表わそう. a ∈ O|Y の f ∈ OY への作用を (a|Y )f ∈ OY
で定義すれば, OY は O|Y -加群となる. ここで a|Y は関数 a の Y への制限を表わす.

さて, 上記のような U と ϕ1, . . . , ϕd をとるとき

0←− OY
ι∗←− O|Y

ϕ←− (O|Y )d (5.1)

は OY -加群の完全系列である. ここで ι∗, ϕ はそれぞれ

ι∗(f) := f |Y , ϕ(f1, . . . , fd) :=
d∑
i=1

ϕifi

で定義される. これは, 正則な座標変換によって, 局所的には ϕi = xi (i = 1, . . . , d) とで
きることからすぐにわかる.

Y 上には解析的微分作用素の層 DY が定義される. 実際, Y ∩ U = {x ∈ U | x1 = . . . =

xd = 0} となるような正則な局所座標系 x = (x1, . . . , xn) をとれば, DY (Y ∩ U) は Y ∩ U
では (xd+1, . . . , xn) を変数として 3章 1 節で定義した D(Y ∩U) に他ならない. Y 全体で
は, 座標変換による変換で貼り合わせたものが DY である. より正確に言えば, DY は Y

上の環の層 V 7−→ EndC(OY (V )) の部分環の層であって局所的には上記のように表わさ
れるものである. 従って OY は, 微分作用素の正則関数への作用によってDY -加群である.

定義 3.5.1. Y 上の層 DY→X を DY→X := OY ⊗O|Y (D|Y ) で定義する. ここで D|Y は左
O|Y -加群, OY は右 O|Y -加群とみなしている. DY の OY への左からの作用と D|Y のD|Y
への右からの作用によって DY→X は左 DY -加群かつ右 D|Y -加群であって, L ∈ DY , R ∈
D|Y , P ∈ DY→X に対して L(PR) = (LP )R が成り立つ. 実際, テンソル積の定義から,

DY→X の元 (切断) P は fi ∈ OY と Pi ∈ D|Y によって P =
∑
i fi ⊗ Pi と表わされて,

(LP )R = (
∑
i

(Lfi)⊗ Pi)R =
∑
i

(Lfi)⊗ (PiR) = L(
∑
i

fi ⊗ (PiR)) = L(PR).

上記のように Y ∩ U = {x ∈ U | x1 = . . . = xd = 0} なる U 上の局所座標 x =

(x1, . . . , xn) をとれば, (5.1) で ϕi = xi とした完全系列と命題 3.2.14 から OY -加群の完全
系列

0←− DY→X
ι∗←− D|Y

ϕ←− (D|Y )d (5.2)

を得る. ここで D|Y = (O|Y ) ⊗O|Y (D|Y ) という同一視によって, P1, . . . , Pd ∈ D|Y に対
して

ϕ(P1, . . . , Pd) = ϕ(1⊗ P1, . . . , 1⊗ Pd)
= ϕ(1, 0, . . . , 0)⊗ P1 + · · ·+ ϕ(0, . . . , 0, 1)⊗ Pd
= x1 ⊗ P1 + · · ·+ xd ⊗ Pd
= 1⊗ (x1P1 + · · ·+ xdPd) = x1P1 + · · ·+ xdPd

であるから, 局所的には

DY→X = (D|Y )/(x1(D|Y ) + · · ·+ xd(D|Y ))

とみなして良い.
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定義 3.5.2. M を X 上の連接 D-加群とする.

ι∗(M) =MY := (DY→X)⊗D|Y (M|Y )

と定義し, これをM の Y への接方程式系 (tangential system または induced system)と
呼ぶ. DY→X は左 DY -加群であるから,MY には自然に左 DY -加群の構造が入る.

x を上のような局所座標系とするとき, 完全系列 (5.2) と命題 3.2.14 から完全系列

0←−MY
ι∗←−M|Y

ϕ←− (M|Y )d

を得る. ただし u1, . . . , ud ∈M|Y に対して

ϕ(u1, . . . , ud) = x1u1 + . . .+ xdud

である. 従って局所的には

MY = (M|Y )/(x1(M|Y ) + · · ·+ xd(M|Y ))

= M/x1M+ · · ·+ xdM (5.3)

である.

更に Z が Y の複素部分多様体ならば２つの DZ-加群 (MY )Z とMZ が定義できる.

命題 3.5.3. このとき, (MY )Z とMZ は DZ-加群として同型である.

証明: 局所的に同型であることを示せば十分だから,

Y = {x = (x1, . . . , xn) ∈ X | x1 = . . . = xd = 0},
Z = {x ∈ X | x1 = . . . = xd = xd+1 = . . . = x` = 0}

と仮定してよい. このとき (5.3) から

(MY )Z = MY /(xd+1MY + · · ·+ x`MY ),

MZ = M/(x1M+ · · ·+ xdM+ xd+1M+ · · ·+ x`M)

だから (MY )Z とMZ は DY -加群として同型である. 2

命題 3.5.4. M を X 上の連接 D-加群, Y を X の複素部分多様体とすると, ベクトル空
間の層としての準同型

ι∗ : Hom D(M,O)|Y −→ Hom DY
(MY ,OY )

が自然に定義される.
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証明: f ∈ Hom D(M,O)|Y とすると, f :M|Y −→ O|Y と制限写像 O|Y −→ OY との合
成として, 準同型 ι∗(f) :M|Y −→ OY が定まる. Y = {x ∈ X | x1 = . . . = xd = 0} とな
るような座標系を固定すれば, OY は O|Y の部分環の層, DY は D|Y の部分環の層とみな
せて, u ∈M|Y と P ∈ DY に対して

ι∗(f)(Pu) = f(Pu)|Y = (Pf(u))|Y = P (f(u)|Y ) = Pι∗(f)(u)

が成り立っている. また, u1, . . . , ud ∈M|Y に対して

ι∗(f)(x1u1 + · · ·+ xdud) = (x1f(u1) + · · ·+ xdf(ud))|Y = 0

であるから, ι∗(f) はMY から OY への DY -準同型を誘導する. 2

この写像 ι∗ が同型になるための十分条件を与えることが, この節の目標である.

定義 3.5.5. Y を Cn の開集合 X の複素部分多様体とする.

(1) ϕ1, . . . , ϕd を微分が一次独立な X 上の正則関数で

Y = {x | ϕ1(x) = . . . = ϕd(x) = 0}

なるものとするとき, Y の余法束 (conormal bundle) T ∗
YX を

T ∗
YX := {(x, η1dϕ1 + · · ·+ ηddϕd) | x ∈ Y, η1, . . . , ηd ∈ C} ⊂ T ∗X

で定義する. これは ϕ1, . . . , ϕd の取り方によらないことがわかるので, 一般には, 上
の X を各点 p ∈ Y の (X における)開近傍に置き換えて, 局所的に定義していけば
よい. 特に

T ∗
XX := {(x, 0) | x ∈ X} ⊂ T ∗X

とおく (これは T ∗X の零切断 (zero section) とも呼ばれ, 0 または X で表わされる
こともある).

(2) MをX 上の連接 D-加群とするとき, Y がMに関して非特性的 (non-characteristic)

とは,

T ∗
YX ∩ Char(M) ⊂ T ∗

XX

が成立することと定義する.

命題 3.5.6. X を Cn の開集合, Y := {x = (x1, . . . , xn) ∈ X | x1 = 0} とする. ∂′ =

(∂2, . . . , ∂n) と書いて, Aj = Aj(x, ∂
′) ∈ D(X) は階数が高々 j で ∂1 を含まないとして

P = ∂m1 +
m∑
j=1

Aj∂1
m−j ∈ D(X)

とおき, X 上の連接 D-加群M をM := D/DP で定義すると

(1) DY -加群としてMY ' (DY )m である.
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(2) 命題 3.5.4 で定義された層準同型

ι∗ : Hom D(M,O)|Y −→ Hom DY
(MY ,OY )

は同型である.

証明: (1) 以下 x′ = (x2, . . . , xn), ξ
′ = (ξ2, . . . , ξn) と書く. 1 ∈ D の M における同

値類を u とする. MY = M/x1M であるから, M の元は, 適当な A ∈ D をとれば
Au ∈ M の M/x1M における同値類 [Au] で表わされる. まず, DY -加群として MY

は [u], [∂1u], . . . , [∂1
m−1u] で生成されることを示そう. 以下 p ∈ Y を固定する. 任意の

A ∈ Dp に対して A = QP +R をみたす Q,R ∈ Dp で

R =
m−1∑
j=0

Rj(x, ∂
′)∂1

j

という形のものが存在する (cf. 定理 4.2.10). このとき R′
j ∈ (DY )p を R′

j(x
′, ξ′) =

Rj(0, x
′, ξ′) で定義すれば, Rj −R′

j = x1Sj となる Sj ∈ Dp が存在して,

[Au] = [QPu+Ru] = [Ru] = [
m−1∑
j=0

Rj∂1
ju]

= [
m−1∑
j=0

(R′
j + x1Sj)∂1

ju] =
m−1∑
j=0

R′
j[∂1

ju]

であるから [∂1
ju] (j = 0, . . . ,m− 1) はMY の生成元である.

次に, これらが DY 上一次独立であることを示そう. A0, . . . , Am−1 ∈ (DY )p として
m−1∑
j=0

Aj[∂1
ju] = 0

と仮定しよう. A :=
∑m−1
j=0 Aj∂1

j ∈ Dp とおこう. MY =M/x1M かつM = Du だから,

ある S ∈ Dp が存在して, Au = x1Su がMp において成立する. 従ってあるQ ∈ Dp が存
在して Dp において

A− x1S = QP (5.4)

が成り立つ. ここで Q の total symbol Q(x, ξ) は x1 によらないと仮定してよい. 実際,

Q(x, ξ) = Q′(x′, ξ) + x1R(x, ξ) と分解して S を S + R(x, ∂)P で, Q を Q′(x′, ∂′) で置
き換えればよい. さて, このとき total symbol Q(x′, ξ) の ξ1 に関する次数を ` として,

R := QP とおくと, Leibniz の公式から

R(x, ξ) =
∑
ν∈Nn

1

ν!

∂|ν|Q(x′, ξ)

∂ξν
∂|ν|P (x, ξ)

∂xν

であるから, P の形に注意すると, R(x, ξ) の ξ1 について最高次の項は q(x′, ξ′)ξ1
m+` であ

ることがわかる. ただし, ここで Q(x′, ξ) の ξ1 に関する最高次の項を q(x′, ξ′)ξ1
` とおい

た. 一方 A− x1S の total symbol に x1 = 0 を代入したものは A(x′, ξ) に等しく, その ξ1
に関する次数は高々 m− 1 であるから, (5.4) によって, q(x′, ξ) = 0 すなわち Q = 0 でな
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ければならない. 従って再び (5.4) から A− x1S = 0 となる. この左辺の total symbol に
x1 = 0 を代入すれば, A(x′, ξ) = 0 すなわち A0 = . . . = Am−1 = 0 を得る. 以上によって
DY -加群としてMY ' (DY )m が示された.

(2) 3.3節で説明したように

Hom D(M,O) ' {f ∈ O|Pf = 0} (5.5)

であり, また (1) から

Hom DY
(MY ,OY ) ' Hom DY

((DY )m,OY ) ' (OY )m (5.6)

である. さて, f̃ ∈ Hom DY
(M,O) とする. f := f̃(u) ∈ O とおこう. このとき ι∗(f̃) :

MY −→ OY は, 準同型
M|Y 3 Au 7−→ Af |Y

から誘導されるものであった. MY と (DY )m の同型は (1) から

(DY )m 3 (A0, . . . , Am−1) 7−→ [
m−1∑
j=0

Aj∂1
ju] ∈MY

で与えられるから,

ι∗(f̃)([
m−1∑
j=0

Aj∂1
ju]) =

m−1∑
j=0

Aj∂1
jf |Y

である. 従って, 同型 (5.5) と (5.6) を用いて, 写像 ι∗ は

{f ∈ O|Y | Pf = 0} 3 f 7−→ (f |Y , ∂1f |Y , . . . , ∂1
m−1f |Y ) ∈ (OY )m

で表現されることがわかった. ところがこれは, 古典的なCauchy-Kovalevskaja の定理 (例
えば [Osh1] を参照)によって層同型であるから, (2) が証明された. 2

Y を X の複素部分多様体とするとき,

Ξ := T ∗X|Y = {(x, ξ) ∈ T ∗X | x ∈ Y }

とおいて, 写像 ρ : Ξ −→ T ∗Y を

ρ((0, . . . , 0, xd+1, . . . , xn, ξ1dx1 + · · ·+ ξndxn)) = (xd+1, . . . , xn, ξ1dx1 + · · ·+ ξddxd)

で定義しよう. ここで x = (x1, . . . , xn) は Y = {x | x1 = . . . = xd = 0} となるような局
所座標系とする. ρ はこのような局所座標系の取り方によらず well-defined であることが
わかる.

補題 3.5.7. M を X 上の連接 D-加群とする. (x0, ξ0) ∈ T ∗X \Char(M) とすると, すべ
ての u ∈Mx0 に対して Pu = 0 なる P ∈ Dx0 で σ(P )(x0, ξ0) 6= 0 なるものが存在する.

証明: N := Du ⊂ M とおくと, 命題 3.4.9 を N に適用すれば, Pu = 0 かつ
σ(P )(x0, ξ0) 6= 0 なる P ∈ D が x0 の近傍で存在することがわかる. 2
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補題 3.5.8. P ∈ D が m 階で, x0 ∈ Cn に対して σ(P )(x0, 1, 0, . . . , 0) 6= 0 を満たせば,

a(x0) 6= 0なる正則関数 a ∈ Ox0 と高々 j 階で ∂1 を含まない作用素 Aj ∈ Dx0 が存在して

P = a(x)
(
∂1
m + A1(x, ∂

′)∂1
m−1 + · · ·+ Am−1(x, ∂

′)∂1 + Am(x, ∂′)
)

(5.7)

と書ける.

証明: β = (β1, . . . , βn) を多重指数として

P =
∑

|β|≤m
aβ(x)∂

β

と表わすと補題の仮定から

σ(P )(x0, 1, 0, . . . , 0) = a(m,0,...,0)(x0) 6= 0

であるから, a := a(m,0,...,0) とおけば, P は (5.7) の形に書けることがわかる. 2

定理 3.5.9. Y を Cn の開集合 X の複素部分多様体, M を X 上の連接D-加群として,

Y はM に関して非特性的と仮定すると次が成り立つ:

(1) MY は連接 DY -加群である.

(2) Char(MY ) ⊂ ρ(Char(M) ∩ Ξ).

証明: まず Y の余次元が 1 と仮定して (1) を証明しよう. 連接性は局所的な性質だから,

Y = {x = (x1, x
′) ∈ X | x1 = 0} としてよい. 以下 0 ∈ X の近傍で考える. まず

0←−MY ←−M
x1←−M←− 0 (5.8)

が完全系列であることを示そう. そのためには x1 : M −→ M が単射であることを示
せば十分である. u ∈ M が x1u = 0 を満たしたとする. 一般に P,Q ∈ D に対して
[P,Q] := PQ − QP ∈ D と書いて, P と Q の交換子 (commutator) と呼ぶ. さて補題
3.5.7 によって Pu = 0 かつ σ(P )(0; 1, 0, . . . , 0) 6= 0 なる P ∈ D が存在する. このとき仮
定によって [x1, P ]u = x1Pu− Px1u = 0 である. 従って

[x1, [x1, P ]]u = x1[x1, P ]u− [x1, P ]x1u = 0

である. 同様にして
[x1, [x1, . . . , [x1︸ ︷︷ ︸

m

, P ] · · ·]]u = 0 (5.9)

を得る. 一方 Leibniz の公式から [x1, P ] の total symbol は −∂P (x, ξ)/∂ξ1 であることが
わかる. P は (5.7) の形であるとしてよいから,

∂mP (x, ξ)

∂ξ1
m = (−1)mm!a(x)
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となる. これと (5.9) から a(x)u = 0 が成立することになるが a(x0) 6= 0 であるからこれ
は 0 の近傍で u = 0 であることを意味する. これで (5.8) が完全系列であることが証明さ
れた.

0 の近傍でM = Du1 + · · ·+Dur と書けるような u1, . . . , ur ∈M をとろう. 補題 3.5.7

により, Pjuj = 0 かつ σ(Pj)(0; 1, 0, . . . , 0) 6= 0 なる Pj ∈ D が 0 の近傍で存在する. そこ
で Lj := D/DPj = Dvj (vj は 1 の Lj における剰余類) , L :=

⊕r
j=1 Lj と定義しよう. L

からM への D-準同型 ϕ を

ϕ(A1v1, . . . , Arvr) = A1u1 + . . .+ Arur

で定義して N := Ker ϕ とおく (Pjuj = 0 からこれは well-defined). すると

0 −→ N −→ L ϕ−→M −→ 0

は連接 D-加群の完全系列である. これと完全系列 (5.8) を合せて次の層準同型の可換図
式ができる:

0 0 0y y y
0 −→ N −→ L ϕ−→ M −→ 0yx1

yx1

yx1

0 −→ N −→ L ϕ−→ M −→ 0y y y
0 −→ NY −→ LY −→ MY −→ 0y y y

0 0 0

ここで
Char(N ) ⊂ Char(L) =

r∪
j=1

{(x, ξ) | σ(Pj)(x, ξ) = 0}

より Y は L と N に関しても非特性的となることに注意しよう. さて, 上の図式におい
て, 縦の列は (5.8) によって３つとも完全系列であり, 横の列のうち上の２つは定義から
完全系列であるから, ホモロジー代数の 9-lemma によって, 横の一番下の列も完全系列で
あることがわかる. また命題 3.5.6 によって LY は DY の有限個の直和に同型であるから,

まず MY は局所有限生成の DY -加群であることがわかる. M のかわりに N について
もこの論法が使えて, NY も局所有限生成の DY -加群であることがわかる. ところが NY
は連接 DY -加群 LY の DY -部分加群であるから, 結局 NY は連接 DY -加群である. 故に
Serre の定理から,MY も連接 DY -加群である.

(2) の証明は 7章 (7.2節)を参照のこと. さて (2) を仮定して, 一般の場合に (1) を Y

の余次元 d に関する帰納法で示しておこう. Y を Z と書き直せば, Z = {x ∈ X | x1 =

. . . = xd = 0} と仮定してよい. このとき Y := {x ∈ X | x1 = 0} とおけば, (1) からMY

は連接 DY -加群であり, しかも (2) から Z はMY に関して非特性的であることがわかる
ので, 帰納法の仮定と命題 3.5.3 によってMZ = (MY )Z は連接 DZ-加群である. 2
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定理 3.5.10. (Cauchy-Kovalevskaja-柏原の定理) 定理 3.5.9 と同じ仮定の下で, 命題
3.5.4 で定義された層準同型

ι∗ : Hom D(M,O)|Y −→ Hom DY
(MY ,OY )

は同型である.

証明: Z を Y の複素多様体とすると, 命題 3.5.4 によって３つの層準同型

ι∗ : Hom D(M,O)|Y −→ Hom DY
(MY ,OY ),

ι′∗ : Hom D(M,O)|Z −→ Hom DZ
(MZ ,OZ),

ι′′∗ : Hom DY
(MY ,OY )|Z −→ Hom DZ

(MZ ,OZ)

が定義され, ι′∗ = ι′′∗ ◦ ι∗ となることは定義から容易に確かめれられる. また定理 3.5.9 に
より Y を Z に,M をMY に置き換えても定理の仮定は満たされるから, Y の余次元に
関する帰納法を用いれば, 結局 Y の余次元が 1 のときに ι∗ が同型であることを示せばよ
い. 以下, 定理 3.5.9 の (1) の証明と同じ記号を用いよう. 完全系列

0 −→ N −→ L ϕ−→M −→ 0

およびこれから導かれる完全系列 (定理 3.5.9 の証明を参照のこと)

0 −→ NY −→ LY
ϕ−→MY −→ 0

から次の層準同型の可換図式を得る:

0 −→ Hom D(M,O)|Y −→ Hom D(L,O)|Y −→ Hom D(N ,O)|Yyι∗ yι∗1 yι∗2
0 −→ Hom DY

(MY ,OY ) −→ Hom DY
(LY ,OY ) −→ Hom DY

(NY ,OY )

ここで横の２つの列は完全系列である. さて L =
⊕r
j=1D/DPj であったから, 命題 3.5.6

の (2) によって ι∗1 は同型である. これと上の図式から ι∗ は単射であることがわかる. Y

は N に関しても非特性的だから, これは ι∗2 も単射であることを意味する. 以上のことと
上の図式から ι∗ は同型であることがわかる (例えば [Kaw] を参照). 2

3.6 ホロノミー系
Cn の開集合 X 上の連接 D-加群 M がホロノミー系 (holonomic system) または極大
過剰決定系 (maximally overdetermined system) とは, 特性多様体 Char(M) の複素解析
的集合としての次元が n であることである. 一般に連接 D-加群の特性多様体の次元は X

の次元以上であることが知られている (特性多様体の包合性による. [SKK] を参照)ので,

ホロノミー系とは, 特性多様体が最小次元であるような連接 D-加群のことである. D を
X 上のホロノミー系,

π : T ∗X 3 (x, ξ) 7−→ x ∈ X

72



を射影として,

Sing(M) := π(Char(M) \ T ∗
XX)

で定義される集合をM の特異点集合 (singular locus) と呼ぶ. Char(M) が斉次であるこ
とと Grauert の順像定理 (direct image theorem) から Sing(M) は X の複素解析的部分
集合であることがわかる.

定理 3.6.1. (柏原) M を Cn の連結開集合 X 上の連接 D-加群とすると, 自然数 m が定
まって, すべての p ∈ X \ Sing(M) に対して,

Hom D(M,O)p = Cm

となる (この mをMのランク (rank)と呼ぶ). また Hom D(M,O)p の元は X \Sing(M)

の普遍被覆面 (universal covering space) 上の正則関数に解析接続される. 従って, 特に U

を X \ Sing(M) の単連結領域とすれば

Hom D(M,O)(U) = Cm

である. (実は p ∈ Sing(M) のときも Hom D(M,O)p は有限次元である (cf. [Kash2]).)

証明: p 6∈ Sing(M)より, pの近傍では Char(M) ⊂ T ∗
XX であるから, Y := {p}はMに

関して非特性的である. 定理 3.5.9の (1)によって,MY は連接 DY -加群であるが, DY = C

であるから, ある m ∈ N によってMY = Cm と書ける. 従って Cauchy-Kovalevskaja-柏
原の定理によって (OY = C に注意)

Hom D(M,O)p = HomC(Cm,C) = Cm

を得る. p, q ∈ X \ Sing(M) とすると, W := X \ Sing(M) は連結だから, p, q を含
む連結開集合 U ⊂ W と, (x, t) ∈ U × [0, 1] の実数値 C1-級関数 ϕ(x, t) が存在して,

Ut := {x ∈ U | ϕ(x, t) < 0} とおくと, 各 Ut は連結開集合で 0 ≤ s ≤ t のとき Us ⊂ Ut で,

p, q ∈ U1 かつ {Ut | 0 < t ≤ 1} は p の基本近傍系になっているようなものが存在する.

s s
'

&

$

%
'
&

$
%

�
�

�
�p

q
U1Ut

あとの命題 3.6.2 によって, 0 < s ≤ t ≤ 1 のとき制限写像

Hom D(M,O)(Ut) −→ Hom D(M,O)(Us)

は同型であることがわかる. 従って

Cm = Hom (M,O)p = lim
→
Hom D(M,O)(Ut) = Hom D(M,O)(U1)
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を得る (ここで帰納極限は t > 0 なる t についてとる). p と q をとりかえて同じ議論を行
なえば, m は点 p ∈ W によらず一定であることがわかる. 以上のことから定理の主張が
導かれる. 2

命題 3.6.2. (Zernerの定理) M を Cn の連結開集合 X 上の連接 D-加群, ϕ を X 上
の実数値 C1 級関数であって, X 上で dϕ :=

∑n
i=1(∂ϕ/∂xi)dxi 6= 0 なるものとする.

(p, dϕ) 6∈ Char(M) と仮定する. このとき f を U− := {x ∈ X | ϕ(x) < 0} におけるM
の正則関数解とすると, f は {x ∈ X | ϕ(x) ≤ 0} におけるM の正則関数解に解析接続さ
れる.

証明: ϕ(p) = 0 なる p ∈ X を固定する. u ∈ Mp とすると, 仮定から Pu = 0 かつ
σ(P )(p, dϕ(p)) 6= 0 なる P ∈ Dp が存在することがわかる. P に対して存在域の評価付の
Cauchy-Kovalevskaja の定理 (cf. [Osh1])を適用すれば, U− 上の正則関数 f が Pf = 0 を
満たせば, f は p の近傍まで解析接続されることがわかる. 一致の定理から f が U− にお
けるM の解ならば, その p の近傍への解析接続もM の解であることがわかる. 2
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第4章 微分作用素環のグレブナ基底

4.1 非可換多項式環のグレブナ基底
1章の多項式環のグレブナ基底の理論とアルゴリズムを, 3.1 節で定義した種々の微分
作用素環に拡張することがこの章の目標である. まずこの節では, Weyl 代数 An(K) や
K(x)〈∂〉 などに拡張する. 統一的に議論するため, 微分作用素環と多項式環の双方を含む
ような, 多少一般的な枠組みで 1章の議論が拡張できることを示す.

以下では K を標数 0の体, ξ = (ξ1, . . . , ξn)を不定元として,次の性質を満たす環Rを考
察しよう. (以下では多項式の場合と同じように α = (α1, . . . , αn)として ξα = ξ1

α1 · · · ξnαn

とおいたが, ここでは掛け算の順番も指定していることに注意せよ.)

(1) R は K 上のベクトル空間として直和 R ' ⊕α∈Nn Kξα に同型, すなわち R の元 f

は
f =

∑
α

aαξ
α (aα ∈ K) (1.1)

という有限和で一意的に表わされる;

(2) R は K を部分体として含む;

(3) cij := ξiξj − ξjξi ∈ K かつ δi(a) := ξia − aξi ∈ K がすべての i, j = 1, . . . , n と
a ∈ K について成立する.

例 4.1.1. (1) K を標数 0 の体としてWeyl代数 An(K) を考えよう. n を 2n として,

ξi = xi, ξn+i = ∂i (i = 1, . . . , n) とおいて, i − j = ±n のときのみ ξiξj − ξjξi = ±1

(複号同順), その他の場合は ξiξj − ξjξi = 0, また a ∈ K と i = 1, . . . , n に対して
δi(a) = 0, i = n+ 1, . . . , 2n に対して δi(a) = ∂a/∂xi とすれば, R = An(K) は上記
の条件 (1)–(3) を満たす.

(2) K を標数 0 の体とするとき, 微分作用素環 K(x)〈∂〉 を考えよう. K(x) をあらため
て上記の K として, ξi := ∂i (i = 1, . . . , n), ξiξj = ξjξi (1 ≤ i, j ≤ n), δi(a) = ∂a/∂xi
(a ∈ K(x), i = 1, . . . , n) とすれば R = K(x)〈∂〉 は (1)–(3) を満たす.

(3) K を, 収束巾級数環 O0 = C{x} の商体 K0, または Cn の領域 X 上の正則関数の
環 O(X) の商体 K(X) (X が正則領域ならば X 上の有理形関数の体と一致)とす
る. R = K〈∂〉 は ξi := ∂i (i = 1, . . . , n), ξiξj = ξjξi (1 ≤ i, j ≤ n), δi(a) = ∂a/∂xi
(a ∈ K, i = 1, . . . , n) として条件 (1)–(3) を満たす.

以後始めに述べた条件 (1)–(3)を満たす R と Nn の任意の項順序 (cf. 1.1節) ≺ を固定
して議論を行なう.
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定義 4.1.2. (1.1) の f ∈ R \ {0} に対して有限集合 {α | aα 6= 0} の全順序 ≺ に関する最
大元を β とするとき,

lexp(f) := β ∈ Nn, lcoef(f) := aβ ∈ K, lterm(f) := cβξ
β ∈ R

とおき, それぞれ f の leading exponent, leading coefficient, leading term と呼ぶ.

一般に α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn と β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn に対して, αi ≤ βi が各
i = 1, . . . , n について成り立って α 6= β のとき, α < β と書くことにする. 次の補題は定
義 4.1.2 から明らかであろう.

補題 4.1.3. 任意の α, β ∈ N と a ∈ K に対して, 適当な aγ ∈ K によって

ξαaξβ = aξα+β +
∑

γ<α+β

aγξ
γ

と書ける.

以下では, 1章と同様にして証明できる事実については証明を略す.

補題 4.1.4. f, g ∈ R に対して,

lexp(fg) = lexp(f) + lexp(g), lcoef(fg) = lcoef(f)lcoef(g).

補題 4.1.5. f, g ∈ Rに対して, lexp(f+g) � max ≺{lexp(f), lexp(g)}が成立する. (max ≺

は ≺ に関する最大元を表わす.)

一般に R の部分集合 S に対してE(S) := {lexp(f) | f ∈ S, f 6= 0} とおく.

補題 4.1.6. I を R の左イデアルとすると, E(I) は Nn のモノイデアルである.

定義 4.1.7. (グレブナ基底) I を R の左イデアルとする. I の有限部分集合 G が I の
(順序 ≺ に関する)グレブナ基底 (Gröbner basis)とは, 次の２条件が成り立つこと:

(1) I は G で生成されるイデアル;

(2) E(I) = mono(E(G)).

さらに, E(G)が E(I)を生成する最小の集合であるとき, Gを極小グレブナ基底 (minimal

Gröbner basis) と呼ぶ.

次に R 上の階数 r の有限生成自由加群 Rr の左 R-部分加群 N を扱おう. 単位ベクト
ル ~ei := (0, . . . ,

(i)

1 , . . . , 0) を用いると, Rr の任意の元 ~f は

~f = (f1, . . . , fr) =
r∑
i=1

fi~ei =
r∑
i=1

∑
α

cαiξ
α~ei (cαi ∈ K) (1.2)

と書ける.
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≺ を Nn の一つの項順序として, 1.2節の条件 (r-1), (r-2) を満たす集合 Nn×{1, . . . , r}
の順序 ≺r を固定する. (1.2) の ~f ∈ Rr に対して, その leading exponent を

lexp(~f) := max ≺r{(α, i) | cαi 6= 0}

で定義し (α, i) := lexp(~f) とするとき, ~f の leading point, leading term, leading

coefficient を
lp(~f) := i, lterm(~f) := cαiξ

α, lcoef(~f) = cαi

で定義する.

補題 4.1.8. ~f ∈ Rr と a ∈ R に対して (~f 6= 0, a 6= 0 とする)

lexp(a~f) = lexp(~f) + lexp(a), lcoef(a~f) = lcoef(a)lcoef(~f).

補題 4.1.9. ~f,~g ∈ Rr に対して,

lexp(~f + ~g) �r max ≺r{lexp(~f), lexp(~g)}

が成立する.

一般に Rr の部分集合 S に対してE(S) := {lexp(~f) | ~f ∈ S, ~f 6= 0} とおく.

補題 4.1.10. N を Rr の左 R-部分加群とすると, E(N) はNn × {1, . . . , r} のモノイデ
アルである.

定義 4.1.11. (グレブナ基底) N を Rr の左 R-部分加群とする. N の有限部分集合 G が
N の (順序 ≺r に関する)グレブナ基底とは, 次の２条件が成り立つこと:

(1) N は R 上 G で生成される;

(2) E(N) = mono(E(G)).

さらに, E(G) が E(N) を生成する最小の集合であるとき, G を極小グレブナ基底と呼ぶ.

G を Rr の有限部分集合, ~f 6= 0 を Rr の任意の元とするとき, ~f の G による簡約操作
を次のアルゴリズムで定義しよう (但し (α, i) ≥ (β, j)⇔ (α ≥ β, i = j) とする):

アルゴリズム 4.1.12. (簡約操作)

Input: ~f ∈ Rr and a finite set G ⊂ Rr;

while (~f 6= 0 and lexp(~f) ∈ mono(E(G))) {
Choose ~g ∈ G such that lexp(~f) ≥ lexp(~g);
~f := ~f − (lterm(~f)/lterm(~g))~g;

}
Output: ~f ;

命題 4.1.13. 上のアルゴリズムは停止して, その output ~f は lexp(~f) 6∈ mono(E(G)) を
みたす.
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証明: lexp(~f) ≥ lexp(~g) のとき ~f1 := ~f − (lterm(~f)/lterm(~g))~g とおけば (r-1), (r-2), 補
題 4.1.8, 4.1.9 から lexp(~f1) ≺r lexp(~f) が成立する. もし上のアルゴリズムが停止しない
と仮定すると, Rr の元の列 ~f , ~f1, ~f2,. . . で lexp(~f) �r lexp(~f1) �r lexp(~f2) �r . . . となる
ものが存在することになるが, これは ≺r が整列順序であることに反する. 2

定義 4.1.14. アルゴリズム 4.1.12の output を red(~f,G) で表わし, ~f のG による簡約と
呼ぶ.

なお, ~f と G を上記のようにとるとき, ~f 6= 0 かつ lexp(~f) ∈ mono(E(G)) ならば ~f は
G に関して可約, そうでなければ既約という.

命題 4.1.15. 任意の ~f ∈ Rr と Rr の任意の有限集合G = {~g1, . . . , ~gs} に対して, ある簡
約操作により, ~r = red(~f,G) とすると,

(1) ~f − ~r は G の生成する左加群 N に含まれる;

(2) ~r = 0 または lexp(~r) 6∈ mono(E(G));

(3) ある q1,. . .,qs ∈ R が存在して, ~f =
∑s
i=1 qi~gi + ~r かつ各 i について qi = 0 または

lexp(qi~gi) �r lexp(~f) (従って ~r = 0 または lexp(~r) �r lexp(~f)).

命題 4.1.16. N をRr の左R-部分加群, Gを N の有限部分集合で mono(E(G)) = E(N)

をみたすものとすると, G は N のグレブナ基底である.

命題 4.1.17. N を Rr の左 R-部分加群とすると N のグレブナ基底は存在する. 特に, N

は有限生成 R-加群である.

命題 4.1.18. N,M が Rr の左 R-部分加群で, N ⊂ M かつ E(N) = E(M) とすると,

N = M である.

定義 4.1.19. (S-多項式) ~f,~g ∈ Rr \ {0} に対して, lexp(~f) = (α, i), lexp(~g) = (β, j) と
おいて, ~f,~g の S-多項式 (ベクトル) sp(~f,~g) を, i = j のとき

sp(~f,~g) = lcoef(g)ξα∨β−α ~f − lcoef(f)ξα∨β−β~g;

i 6= j のとき sp(~f,~g) = 0 で定義する.

定義と補題 4.1.8 から lp(~f) = lp(~g) のとき lexp(sp(~f,~g)) ≺r lexp(~f) ∨ lexp(~g) が従う.

定理 4.1.20. G = {~g1, . . . , ~gs} を Rr の有限部分集合, N を G の生成する Rr の左 R-

部分加群とするとき, 次の条件 (1)–(3) は同値:

(1) G は N のグレブナ基底;

(2) ~f ∈ N のとき ~f の G による任意の簡約操作により red(~f,G) = 0 となる.
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(3) 任意の ~gi, ~gj ∈ G に対して, lp(~gi) = lp(~gj) ならば, ある qij1, . . . , qijs ∈ R が存在
して

sp(~gi, ~gj) = qij1~g1 + · · ·+ qijs~gs

かつすべての k = 1, . . . , s について, qijk = 0 または lexp(qijk~gk) ≺r lexp(~gi) ∨
lexp(~gj) が成立する.

証明: (1) ⇒ (2) と (2) ⇒ (3) は 定理 1.1.20 の証明と同様.

(3) ⇒ (1) は定理 1.2.16 の証明とほとんど同様であるが, 非可換性のため, 式の変形が
少しだけ異なる. まず lcoef(~gk) = 1 (k = 1, . . . , s) と仮定しておいても一般性を失わない.

(3)を仮定すると, i 6= j かつ lp(~gi) = lp(~gj) なる {1, . . . , s} の各々の組 (i, j) に対して, 多
項式 qij1, . . . , qijs が存在して,

sp(~gi, ~gj) =
s∑

k=1

qijk~gk, (1.3)

かつ qijk 6= 0 ならば lexp(qijk~gk) ≺r lexp(~gi) ∨ lexp(~gj) が成り立つ.

さて ~f ∈ N とする. このとき lexp(~f) ∈ mono(E(G)) を示せばよい. そのために
は, ある q1, . . . , qs ∈ R が存在して f =

∑s
k=1 qkgk かつ各 k について qk = 0 または

lexp(qk~gk) �r lexp(~f) とできることを示せば十分である. 実際このとき, ある k について
lexp(~f) = lexp(qk~gk) ∈ mono(E(G)) を得る.

上記の証明のため, ~f に対して

~f =
s∑

k=1

qk~gk, (q1, . . . , qs ∈ R) (1.4)

という形の表示の全体を考え, その中で, max ≺r{lexp(qk~gk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0} が順序
≺r について最小になるものを一つとり, それを改めて (1.4)とみなすことにする. (~f ∈ N
よりこのような表示は少なくとも一つ存在し, また≺r が整列順序であるから, 上の意味
で最小な表示を一つ選べる.) このような最小性をもつ表示 (1.4) を一つ固定する.

(α, i) = max ≺r{lexp(qk~gk) | 1 ≤ k ≤ s, qk 6= 0}

とおく. 上の注意により (α, i) = lexp(~f) ならば (1) が証明できたことになる.

そのため以下では (α, i) 6= lexp(~f) (従って (α, i) �r lexp(~f)) と仮定しよう. ~g1, . . . , ~gs
を並べ替えて, 1 ≤ k ≤ ` のとき lexp(qk~gk) = (α, i), ` < k ≤ s のとき lexp(qk~gk) ≺r (α, i)

または qk = 0 が成立するとしてよい. q′k := qk− lterm(qk), lterm(qk) = ckξ
β(k)

, (α(k), i) =

lexp(~gk) とおくと,

~f =
∑̀
k=1

lterm(qk)~gk +
∑̀
k=1

q′k~gk +
s∑

k=`+1

qk~gk. (1.5)

ここでこの第一項を次のように変形する:

∑̀
k=1

lterm(qk)~gk =
∑̀
k=1

ckξ
β(k)

~gk

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)(ξ
β(k)

~gk − ξβ
(k+1)

~gk+1) + (c1 + · · ·+ c`)ξ
β(`)

~g`. (1.6)
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ここで 1 ≤ k ≤ ` のとき α(k) + β(k) = α が成り立つことから, α(k) ∨ α(k+1) ≤ α となり,

γ(k) := α− α(k) ∨ α(k+1) とおけば, 補題 4.1.3 から適当な akβ, bkβ ∈ K によって

ξβ
(k)

~gk − ξβ
(k+1)

~gk+1 = ξγ
(k)

ξβ
(k)−γ(k)

~gk − ξγ
(k)

ξβ
(k+1)−γ(k)

~gk+1

+
∑

β<β(k)

akβξ
β~gk −

∑
β<β(k+1)

bk+1,βξ
β~gk+1

と書けて β(k) − γ(k) = α(k) ∨ α(k+1) − α(k) であるから,

ckβ :=

{
(c1 + · · ·+ ck)akβ − (c1 + · · ·+ ck−1)bkβ (1 ≤ k ≤ `− 1)

−(c1 + · · ·+ c`−1)bkβ (k = `)

とおけば (1.6) から

∑̀
k=1

lterm(qk)~gk =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)ξ
γ(k)

sp(~gk, ~gk+1)

+
∑̀
k=1

∑
β<β(k)

ckβξ
β~gk + (c1 + · · ·+ c`)ξ

β(`)

~g`

=
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)ξ
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,ν~gν

+
∑̀
k=1

∑
β<β(k)

ckβξ
β~gk + (c1 + · · ·+ c`)ξ

β(`)

~g`. (1.7)

γ(k) + lexp(qk,k+1,νgν) ≺ γ(k) + α(k) ∨ α(k+1) = α だから, もし c1 + · · · + c` 6= 0 ならば,

(1.6) と (1.7) から lexp(~f) = (α, i) となり, 仮定に反する. 従って c1 + · · · + c` = 0 であ
る. このことと (1.5), (1.7) から

~f =
`−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)ξ
γ(k)

s∑
ν=1

qk,k+1,ν~gν

+
∑̀
k=1

∑
β<β(k)

ckβξ
β~gk +

∑̀
k=1

q′k~gk +
s∑

k=`+1

qk~gk

を得る. この右辺の各項の leading exponent は ≺r に関して (α, i) より小さいから, これ
は (1.4) の最小性に矛盾する. 以上により (1.4) において (α, i) = lexp(~f) とできることが
示された. 2

アルゴリズム 4.1.21. (非可換多項式環上の加群のグレブナ基底)

Input: a finite set G ⊂ Rr;

while (∃(~f,~g) ∈ G×G such that lp(~f) = lp(~g) and ~r := red(sp(~f,~g),G) 6= 0)

G := G ∪ {~r};
Output: G;

命題 4.1.22. 上のアルゴリズムは停止して, その output G はG の生成する Rr の左 R-

部分加群 N のグレブナ基底である.
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命題 4.1.23. Rr の元 ~f と Rr の左部分加群 N が与えられたとする. N のグレブナ基底
を G とするとき, 次の 3つの条件は同値である:

(1) ~f ∈ N ;

(2) 任意の簡約操作により red(~f,G) = 0;

(3) ある簡約操作により red(~f,G) = 0.

従って,勝手な簡約操作により ~r := red(~f,G)となったとき, ~r = 0ならば ~f ∈ N ; ~f 6= 0

ならば ~f 6∈ N である.

定義 4.1.24. G を Rr の有限部分集合とする. Rr の元 ~f =
∑r
i=1

∑
α cαiξ

α~ei が G に関
して完全既約 (completely irreducible)とは, cαi 6= 0 ならば (α, i) 6∈ mono(E(G)) となる
ことである. ~f が G に関して完全既約でないとき,

redlexp(~f) := max ≺r{(α, i) | cαi 6= 0, (α, i) ∈ mono(E(G))},
redlterm(~f) := cαiξ

α ((α, i) := redlexp(~f))

とおく.

アルゴリズム 4.1.25. (完全簡約操作)

Input: ~f ∈ Rr and a finite set G ⊂ Rr;

while (~f is not completely irreducible with respect to G){
Choose ~g ∈ G such that redlexp(~f) ≥ lexp(~g);
~f := ~f − (redlterm(~f)/lterm(~g))~g;

}
Output: ~f ;

命題 4.1.26. 上のアルゴリズムは停止して,その output ~f はGに関して完全既約である.

命題 4.1.27. G を Rr の左部分加群のグレブナ基底, ~f ∈ Rr とするとき, ~f の G による
完全簡約操作の結果は (アルゴリズム中の ~g の選び方によらず) 一意的に定まる。

定理 4.1.28. N を Rr のR-左部分加群として S(N) := Nn × {1, . . . , r} \ E(N) とおく
と, 剰余加群 Rr/N は K 上のベクトル空間として, 直和 K(S(N)) :=

⊕
(α,i)∈S(N)Kξ

α~ei
に同型である.

定義 4.1.29. Rr の有限集合 G := {~g1, . . . , ~gs} に対して, Rs の左 R-部分加群

S(~g1, . . . , ~gs) := {(f1, . . . , fs) ∈ Rs |
s∑

k=1

fk~gk = 0}

を G の (1次)シジジー加群と呼ぶ.

定理 4.1.30. G = {~g1, . . . , ~gs}をRr の左R-部分加群 N のグレブナ基底とする. lp(~gi) =

lp(~gj) かつ i 6= j をみたす i, j ∈ {1, . . . , s} に対して,

sp(~gi, ~gj) =
s∑

k=1

qijk~gk
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かつ lexp(qijk~gk) ≺r lexp(~gi)∨ lexp(~gj) (または qijk = 0) をみたす qijk ∈ R を任意にとる
(cf. 定理 4.1.20). このとき lexp(~gi) = (α(i), νi) として,

sij := lcoef(~gj)ξ
α(i)∨α(j)−α(i)

,

~vij := (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (qij1, . . . , qijs) ∈ Rs

とおけば, シジジー加群 S(~g1, . . . , ~gs) は R上 V := {~vij | i < j, lp(~gi) = lp(~gj)} で生成さ
れる.

証明: ~vij ∈ S(~g1, . . . , ~gs) は定義から明らか. 多項式環の場合と同様に lcoef(~gi) = 1 と仮
定してよい. さて, S(~g1, . . . , ~gs) が V で生成されないと仮定して矛盾を導こう. このとき,

シジジー加群の元 (f1, . . . , fs) ∈ S(~g1, . . . , ~gs) で, V の (R-係数の) 一次結合で表わせない
もののうち

(α, i) := max ≺r{lexp(fk~gk) | 1 ≤ k ≤ s, fk 6= 0}

が整列順序 ≺r に関して最小になるものを一つとる. 以下, (f1, . . . , fs) はこの最小性をも
つものとして, (α, i) を上のようにとる.

~g1, . . . , ~gs を並べ替えて, 1 ≤ k ≤ ` のとき lexp(fk~gk) = (α, i), ` < k ≤ s のと
き lexp(fk~gk) ≺r (α, i) (または fk = 0) が成立するとしてよい. lterm(fk) = ckξ

β(k)
,

f ′
k := fk − lterm(fk), (α(k), i) = lexp(~gk) (1 ≤ k ≤ `)とおくと,

0 =
s∑

k=1

fk~gk =
∑̀
k=1

lterm(fk)~gk +
∑̀
k=1

f ′
k~gk +

s∑
k=`+1

fk~gk.

ここで, γ(k) := α− α(k) ∨ α(k+1) として

~h = (h1, . . . , hs) :=
`−1∑
ν=1

(c1 + · · ·+ cν)ξ
γ(ν)

~vν,ν+1

とおくと, 1 ≤ k ≤ ` のとき

hk = (c1 + · · ·+ ck)ξ
γ(k)

ξα
(k)∨α(k+1)−α(k) − (c1 + · · ·+ ck−1)ξ

γ(k−1)

ξα
(k−1)∨α(k)−α(k)

+
`−1∑
ν=1

(c1 + · · ·+ cν)ξ
γ(ν)

qν,ν+1,k

= ckξ
β(k)

+
∑

β<β(k)

ckβξ
β +

`−1∑
ν=1

(c1 + · · ·+ cν)ξ
γ(ν)

qν,ν+1,k

となるような ckβ ∈ K が存在し, ` < k ≤ s のときは

hk =
`−1∑
ν=1

(c1 + · · ·+ cν)ξ
γ(ν)

qν,ν+1,k

となるから, すべての k について lexp((fk− hk)~gk) ≺r (α, i) がわかる. 従って最初の仮定
から (f1−h1, . . . , fs−hs)は V の元の R-係数の一次結合で表わせるから,結局 (f1, . . . , fs)

も V の元の一次結合で表わされることになって矛盾である. 2

グレブナ基底とは限らない一般の生成元に関する シジジー について考察しておこう.
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定理 4.1.31. ~f1, . . . , ~fm ∈ Rr として, ~f1, . . . , ~fm の生成する Rr の左部分 R-加群を N と
おく. G := {~g1, . . . , ~gs} を N の順序 ≺r に関するグレブナ基底として, ~vij を定理 4.1.30

のように定める. このとき

~gi =
m∑
j=1

cij ~fj (i = 1, . . . , s),

~fj =
s∑
i=1

dji~gi (j = 1, . . . ,m)

を満たす cij, dji ∈ R が求まる. 実際 cij はグレブナ基底アルゴリズムの計算過程を記憶
しておき, 最後にまとめれば得られる. また, dji は, ~fj を G で簡約することにより (や
はり途中の計算を記憶しておけば) 得られる. さて, このとき C := (cij) を s ×m 行列,

D := (dji) を m× s 行列として,

~wµν := ~vµνC ∈ Rm (1 ≤ µ < ν ≤ s)

とおく. また Im を m 次単位行列として Im −DC の第 i 行を ~ui ∈ Rm とおくと, シジ
ジー加群 S(~f1, . . . , ~fm) は R 上

W := {~wµν | 1 ≤ µ < ν ≤ s} ∪ {~ui | 1 ≤ i ≤ m}

で生成される.

証明: 横ベクトル ~f1, . . . , ~fm を縦に並べた m× r 行列を F ; ~g1, . . . ~gs を縦に並べた s× r
行列を G とおこう.

~wµνF = ~vµνCF = ~vµνG = 0,

また, (Im −DC)F = F −DCF = F −DG = 0 だから, まず W ⊂ S(~f1, . . . , ~fm) がわか
る. 次に, (a1, . . . , am) ∈ S(~f1, . . . , ~fm) とする.

(a1, . . . , am)DG = (a1, . . . , am)F = 0

であるから, 定理 4.1.30によって, 適当な qµν ∈ R によって

(a1, . . . , am)D =
∑
µ<ν

qµν~vµν

が成立する. 従って

(a1, . . . , am) = (a1, . . . , am)DC + (a1, . . . , am)(Im −DC)

=
∑
µ<ν

qµν~vµνC +
m∑
i=1

ai~ui

=
∑
µ<ν

qµν ~wµν +
m∑
i=1

ai~ui

であるから, (a1, . . . , am) は W の元の R-係数の一次結合で表わされる. 2

問題 1. この節で考察したグレブナ基底に関しても, 1.2節の問題 8と同様の判定法が適用
できることを示せ.
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4.2 解析的微分作用素環のグレブナ基底 (理論的方法)

この節では収束巾級数係数の微分作用素環 D0 に対してグレブナ基底の理論を構成する
のが目的である. ここでは D0 := C{x}〈∂〉 を考えるが, C{x} の代わりに, K を標数 0 の
体として K[[x]] または K{x} としても以下の議論は通用する.

≺L と ≺L′ を Nn の適当な変数の順序による辞書式順序 (または逆辞書式順序)として
α, α′, β, β′ ∈ Nn とするとき, N2n の全順序 ≺D を次で定義する:

(α, β) ≺D (α′, β′) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, |α| > |α′|)
or (|β| = |β′|, |α| = |α′|, β ≺L β′)

or (β = β′, |α| = |α′|, α ≺L′ α′).

D-順序は整列順序でないから前節の議論は適用できない. 従って 2章の巾級数環の場合と
同様に, ある意味で超越的な議論が必要になる.

定義 4.2.1. D0 の元 P =
∑
α,β aαβx

α∂β 6= 0 (aαβ ∈ C) に対して, 集合 {(α, β) | aαβ 6= 0}
の順序 ≺D に関する最大元を (α′, β′) とするとき (β は有限集合を動くので最大元は存在
する),

lexpD(P ) := (α′, β′) ∈ N2n, lcoefD(P ) := aα′β′ ∈ C, ltermD(P ) := aα′β′xα
′
∂β

′

とおき, それぞれ P の leading exponent, leading coefficient, leading term と呼ぶ.

次の補題は σ(PQ) = σ(P )σ(Q) から明らか:

補題 4.2.2. P,Q ∈ D0 に対して,

lexpD(PQ) = lexpD(P ) + lexpD(Q), lcoefD(PQ) = lcoefD(P )lcoefD(Q).

補題 4.2.3. P,Q ∈ D0 に対して, lexpD(P + Q) �D maxD{lexpD(P ), lexpD(Q)} が成立
する. (maxD はD-順序に関する最大元を表わす.)

一般に D0 の部分集合 S に対してED(S) := {lexpD(P ) | P ∈ S, P 6= 0} とおく.

補題 4.2.4. I を D0 の左イデアルとすると, ED(I) は N2n のモノイデアルである.

定義 4.2.5. (グレブナ基底) I を D0 の左イデアルとする. I の有限部分集合 G が I の
D-順序に関するグレブナ基底 (D-グレブナ基底)とは, 次の２条件が成り立つこと:

(1) I は G で生成されるイデアル.

(2) ED(I) = mono(ED(G)).

さらに, ED(G) が ED(I) を生成する最小の集合であるとき, G を極小グレブナ基底と
呼ぶ.
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次に D0 上の階数 r の有限生成自由加群 (D0)
r の左 D0-部分加群 N を扱おう. N2n ×

{1, . . . , r} の全順序 ≺D (これも D-順序と呼ぶ)を, α, α′, β, β′ ∈ Nn と i, j ∈ {1, . . . , r} に
対して

(α, β, i) ≺D (α′, β′, j) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, |α| > |α′|)
or (|β| = |β′|, |α| = |α′|, i < j)

or (|β| = |β′|, |α| = |α′|, i = j, (α, β) ≺D (α′, β′))

で定義する.
~P = (P1, . . . , Pr) =

∑
α,β,i aαβix

α∂β~ei ∈ (D0)
r に対して (~e1, . . . , ~er は r 次元単位ベクト

ル), ~P の階数を ord(~P ) := max{ord(Pi) | i = 1, . . . , r} で定義する. また ord(~P ) = m の
とき

σ(~P ) = (σm(P1), . . . , σm(Pr))

で ~P の主シンボルを定義する. また集合 exps(~P ) を

exps(~P ) := {(α, β, i) | aαβi 6= 0} ⊂ N2n × {1, . . . , r}

で定義して,

lexpD(~P ) := maxDexps(~P )

を ~P の leading exponentと呼ぶ (maxDは順序≺Dに関する最大元を表わす). lexpD(~P ) =

(α, β, i) とするとき, ~P の leading point, leading coefficient, leading term を

lpD(~P ) = i, lcoefD(~P ) = aαβi, ltermD(~P ) = aαβix
α∂β

で定義する.

補題 4.2.6. ~P ∈ (D0)
r と Q ∈ D0 に対して (~P 6= 0, Q 6= 0 とする)

lexpD(Q~P ) = lexpD(~P ) + lexpD(Q), lcoefD(Q~P ) = lcoefD(Q)lcoefD(~P ).

補題 4.2.7. ~P , ~Q ∈ (D0)
r に対して,

lexpD(~P + ~Q) �D maxD{lexpD(~P ), lexpD( ~Q)}

が成立する.

一般に (D0)
r の部分集合 S に対してED(S) := {lexpD(~P ) | ~P ∈ S \ {0}} とおく.

補題 4.2.8. N を (D0)
r の左 D0-部分加群とすると, ED(N ) はN2n × {1, . . . , r} のモノ

イデアルである.

定義 4.2.9. (グレブナ基底) N を (D0)
r の左 D0-部分加群とする. N の有限部分集合 G

が N の (順序 ≺D に関する) グレブナ基底 (または D-グレブナ基底)とは, 次の２条件が
成り立つこと:
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(1) N は D0 上 G で生成される.

(2) ED(N ) = mono(ED(G)).

さらに, ED(G) が ED(N ) を生成する最小の集合であるとき, G を極小グレブナ基底と
呼ぶ.

定理 4.2.10. (割算定理 (Castro)) ~P1, . . . , ~Ps ∈ (D0)
r と ~P ∈ (D0)

r に対して,

~P = Q1
~P1 + · · ·+Qs

~Ps + ~R, (2.1)

exps(~R) ∩mono({lexpD(~P1), . . . , lexpD(~Ps)}) = ∅, (2.2)

lexpD(~P ) �D lexpD(Qk
~Pk) (または Qk = 0) (k = 1, . . . , s) (2.3)

をみたす Q1, . . . , Qs ∈ D0 と ~R ∈ (D0)
r が存在する. この ~R のことを ~P の G :=

{~P1, . . . , ~Ps} によるC-簡約と呼ぼう (必ずしも一意的ではない).

証明: (2.1)–(2.3) をみたす ~R と Q1, . . . , Qs が存在しないと仮定して矛盾を導く. 一般に,

N2n × {1, . . . , r} の部分集合 S に対して　

ordS := max{|β| | (α, β, i) ∈ S}

と定義し, また
E := mono({lexpD(~P1), . . . , lexpD(~Ps)})

とおく. (2.1)と (2.3)をみたす Q1, . . . , Qs ∈ D0 と ~R ∈ (D0)
r のうちで ord(exps(~R)∩E)

を最小にするものをとろう. (Q1 = . . . = Qs = 0 かつ ~R = ~P のとき (2.1)と (2.3)は満た
されるから, このようなものは少なくとも一組存在し, 仮定によりこの右辺の集合は空で
はないから, 最小のものがとれる.) 以下では, この ord(exps(~R) ∩ E) の最小値を m とお
こう.

ここで N2n × {1, . . . , r} の順序 ≺r を

(α, β, i) ≺r (α′, β′, j) ⇐⇒ (|α|+ |β| > |α′|+ |β′|)
or (|α|+ |β| = |α′|+ |β′|, i < j)

or (|α|+ |β| = |α′|+ |β′|, i = j, β ≺L β′)

or (|α| = |α′|, β = β′, i = j, α ≺′
L α

′)

で定義しよう. これはN2nの辞書式順序を ≺Lと ≺′
Lから決まるものとして, δ = (1, . . . , 1)

としたときの 2.2節の順序 ≺δr と同じである. |β| = |β′| のとき (α, β, i) ≺r (α′, β′, j) と
(α, β, i) ≺D (α′, β′, j) が同値であることに注意すれば, 一般に ~P ∈ (D0)

r に対して

lexpD(~P ) = lexpr(σ(~P ))

が成立することがわかる (lexpr は順序 ≺r に関する leading exponent を表わす).

~R = (R1, . . . , Rr) =
r∑
i=1

∑
α,β

rαβix
α∂β~ei
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と書いて
~r(x, ξ) :=

r∑
i=1

∑
|β|=m

∑
α

rαβix
αξβ~ei

とおく. このとき Weierstrass-広中の割算定理 (命題 2.2.4) によって

~r(x, ξ) =
s∑

k=1

q′k(x, ξ)σ(Pk)(x, ξ) + ~r ′(x, ξ),

lexpr(q
′
kσ(Pk)) �r lexpr(~r),

exps(~r ′) ∩ E = ∅

をみたす q′1, . . . , q
′
s ∈ C{x, ξ}と ~r ′ ∈ (C{x, ξ})r が存在する. ここで, σ(Pk) (k = 1, . . . , r)

が ξ について斉次であることと, 命題 2.2.4(および定理 2.1.9)の証明から, q′k と ~r ′ も ξ に
ついて斉次であることがわかる. そこで σ(Q′

k) = q′k(x, ξ) であるような Q′
1, . . . , Q

′
s ∈ D0

をとって,

~R ′ =
∑
α,β,i

r′αβix
α∂β~ei := ~R−

s∑
k=1

Q′
k
~Pk

とおくと, |β| > m のときは r′αβi = rαβi であり, また

∑
|β|=m

r′αβix
αξβ~ei =

∑
|β|=m

rαβix
αξβ~ei −

s∑
k=1

q′kσ(~Pk) = ~r ′(x, ξ)

であるから, ord(exps(~R ′) ∩ E) < m であり, また

lexpD(Q′
k
~Pk) = lexpr(q

′
kσ(Pk)) �D lexpD(~R) �D lexpD(~P )

が成立するから, これは m のとりかたに反する. 2

命題 4.2.11. N を (D0)
r の左 D0-部分加群, G を N の有限部分集合で mono(ED(G)) =

ED(N ) をみたすものとすると, G は N のグレブナ基底である.

証明: Gが N を生成することを示せばよい. G = {~P1, . . . , ~Ps}として, ~P ∈ N とすると,

前の定理によって, (2.1)–(2.3) をみたす Q1, . . . , Qs, ~R が存在する. 特に (2.2) から ~R 6= 0

ならば lexpD(~R) 6∈ mono(ED(G)) = ED(N ) であるが, ~R ∈ N だから, これは ED(N ) の
定義に反する. 従って ~R = 0 でなければならない. 故に N は G で生成される. 2

次の２つの命題はこれから直ちにわかる:

命題 4.2.12. N を (D0)
r の左 D0-部分加群とすると N のグレブナ基底は存在する. 従っ

て, N は有限生成 D0-加群である. 特に, D0 は左Noether環である.

命題 4.2.13. N ,L が (D0)
r の左 D0-部分加群で, N ⊂ L かつ ED(N ) = ED(L) とする

と, N = L である.
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定義 4.2.14. (S-作用素) ~P , ~Q ∈ (D0)
r に対して, lexpD(~P ) = (α, β, i), lexpD( ~Q) =

(α′, β′, j) とおいて, ~P , ~Q の S-作用素 (ベクトル) spD(~P , ~Q) を,

spD(~P , ~Q) =

{
lcoefD( ~Q)xα∨α

′−α∂β∨β
′−β ~P − lcoefD(~P )xα∨α

′−α′
∂β∨β

′−β′ ~Q if i = j

0 ∈ (D0)
r if i 6= j

で定義する.

定義と補題 4.2.6, 4.2.7から lpD(~P ) = lpD( ~Q) のとき lexpD(spD(~P , ~Q)) ≺D lexpD(~P )∨
lexpD( ~Q) が従う.

定理 4.2.15. (Castro) G = {~P1, . . . , ~Ps} を (D0)
r の有限部分集合, N を G の生成する

(D0)
r の左 D0-部分加群とするとき, 次の条件 (1)–(3) は同値:

(1) G は N のグレブナ基底.

(2) ~P ∈ N のとき ~P の G による任意のC-簡約は 0 となる.

(3) 任意の ~Pi, ~Pj ∈ G に対して, lpD(~Pi) = lp(~Pj) ならば, ある Qij1, . . . , Qijs ∈ D0 が
存在して

spD(~Pi, ~Pj) = Qij1
~P1 + · · ·+Qijs

~Ps

かつすべての k = 1, . . . , sについて, Qijk = 0または lexpD(Qijk
~Pk) ≺D lexpD(~Pi)∨

lexpD(~Pj) が成立する.

証明: (1) ⇒ (2) と (2) ⇒ (3) は例によって簡単に示せるので, (3) ⇒ (1) を証明しよう.

以下では D0 拡大環 D̂0 := C[[x]]〈∂〉 を用いる. ~P ∈ N とするとき,

~P = Q1
~P1 + · · ·+Qs

~Ps (2.4)

かつ lexpD(~P ) �D lexpD(Qk
~Pk) をみたす Q1, . . . , Qs ∈ D̂0 が存在することを示せばよい.

実際, このときある k について lexpD(~P ) = lexpD(Qk
~Pk) ∈ mono(ED(G)) が成り立つの

で, (1) が示されたことになる. さて lexpD(~Pk) = (α(k), β(k), ik) とおこう. 上記のような
Q1, . . . , Qs ∈ D̂0 が存在することを２段階に分けて証明しよう.

(第 1段階) (2.4) において ord(Qk
~Pk) ≤ ord(~P ) がすべての k について成り立つよ

うにできることを示す. (2.4) が成立するような Q1, . . . , Qs ∈ D̂0 を一組とって, ` :=

max{ord(Qk
~Pk) | k = 1, . . . , s}, m := ord(~P ) とおこう. ` > m と仮定する.

qk :=

{
σ(Qk) if ord(Qk

~Pk) = `

0 otherwise

とおくと (2.4) の両辺の主シンボルをとって

0 =
s∑

k=1

qkσ(~Pk)
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が成立する. 条件 (3) から, {σ(~Pk) | k = 1, . . . , s} は形式巾級数環 C[[x, ξ]] において, 定
理 4.2.10の証明で定義した順序 ≺r に関してグレブナ基底になっていることがわかる. そ
こで

qijk :=

{
σ(Qijk) if ord(Qijk

~Pk) = |β(i) ∨ β(j)|
0 otherwise

とおいて,

sij := lcoefD(~Pj)x
α(i)∨α(j)−α(i)

ξβ
(i)∨β(j)−β(i)

,

~vij :=

 (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (qij1, . . . , qijs) if lpD(~Pi) = lpD(~Pj)

0 otherwise

と定義すると, 定理 2.2.11によって, ある wij ∈ C[[x, ξ]] が存在して

(q1, . . . , qs) =
∑
i<j

wij~vij

が成立する. ここで, qk は ξ について `−|β(k)|次斉次, ~vij の第 k 成分は |β(i)∨β(j)|−|β(k)|
次斉次だから, wij は ξ について `− |β(i) ∨ β(j)| 次斉次としてよい. そこで σ(Wij) = wij
なる Wij ∈ D̂0 をとって,

Sij := lcoefD(~Pj)x
α(i)∨α(j)−α(i)

∂β
(i)∨β(j)−β(i)

,

~Vij :=

 (0, . . . ,
(i)

Sij, . . . ,
(j)

−Sji, . . . , 0)− (Qij1, . . . , Qijs) if lpD(~Pi) = lpD(~Pj)

0 otherwise

とおき,

(Q′
1, . . . , Q

′
s) := (Q1, . . . , Qs)−

∑
i<j

Wij
~Vij

と定義すると, 上の議論から ord(Q′
k
~Pk) < ` で

~P = Q′
1
~P1 + · · ·+Q′

s
~Ps

となる. これを繰り返せば,

~P = Q1
~P1 + · · ·+Qs

~Ps, ord(Qk
~Pk) ≤ ord(~P ) (k = 1, . . . , s) (2.5)

なる Q1, . . . , Qs ∈ D̂0 が存在することがわかる.

(第 2段階) (2.5) により σ(~P ) は σ(G) := {σ(~P1), . . . , σ(~Ps)} の生成する C[[x, ξ]]r の
部分加群 σ(N ) に含まれることがわかる. また第 1段階で注意したように σ(G) は σ(N )

のグレブナ基底であるから, 命題 2.2.4と定理 2.2.8より

σ(~P ) = q1σ(~P1) + · · ·+ qsσ(~Ps),

lexpr(qkσ(~Pk)) �r lexpr(σ(~P ))

を満たす q1, . . . , qs ∈ C[[x, ξ]] が存在する. ここで各 qk は ξ について斉次としてよい. そ
こで σ(Qk) = qk なる Qk ∈ D̂0 をとれば

~P ′ := ~P −Q1
~P1 − . . .−Qs

~Ps ∈ N
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は ord(~P ′) < ord(~P ) を満たす. このとき

~P = Q1
~P1 + · · ·+Qs

~Ps + ~P ′

であり, また, 各 k について lexpD(Qk
~Pk) �D lexpD(~P ) が成り立つ. 第 1段階の議論を

~P ′ に適用すれば

~P ′ = Q′
1
~P1 + · · ·+Q′

s
~Ps, ord(Q′

k
~Pk) ≤ ord(~P ′)

なる Q′
1, . . . , Q

′
s ∈ D̂0 が存在することがわかる. Q′′

k := Qk +Q′
k とおけば,

~P = Q′′
1
~P1 + · · ·+Q′′

s
~Ps

かつ lexpD(Q′′
k
~Pk) �D lexpD(~P ) が成立するので, 結局 (1) が成立することが証明できた.

2

次の命題は上の定理から直ちに従う.

命題 4.2.16. G を (D0)
r の左部分加群のグレブナ基底, ~P ∈ (D0)

r とするとき, ~P の G

による C-簡約操作の結果は一意的に定まる。

定義 4.2.17. (D0)
r の有限集合 G := {~P1, . . . , ~Ps} に対して, (D0)

s の左 D0-部分加群

S(~P1, . . . , ~Ps) := {(Q1, . . . , Qs) ∈ Ds0 |
s∑

k=1

Qk
~Pk = 0}

を G の (1次)シジジー加群と呼ぶ.

定理 4.2.18. G = {~P1, . . . , ~Ps} を (D0)
r の左 D0-部分加群 N のグレブナ基底とする.

lpD(~Pi) = lp(~Pj) かつ i 6= j をみたす i, j ∈ {1, . . . , s} に対して,

spD(~Pi, ~Pj) =
s∑

k=1

Qijk
~Pk

かつ lexpD(Qijk
~Pk) ≺D lexpD(~Pi) ∨ lexpD(~Pj) (または Qijk = 0) をみたす Qijk ∈ D0 を

任意にとる. このとき

Sij := lcoefD(~Pj)x
α(i)∨α(j)−α(i)

∂β
(i)∨β(j)−β(i)

,

~Vij :=

 (0, . . . ,
(i)

Sij, . . . ,
(j)

−Sji, . . . , 0)− (Qij1, . . . , Qijs) if lpD(~Pi) = lpD(~Pj)

0 otherwise

とおけば, シジジー加群 S(~P1, . . . , ~Ps) は D0 上 V := {~Vij | i < j, lpD(~Pi) = lpD(~Pj)} で
生成される.

証明: V の生成する D0-加群 L が S(~P1, . . . , ~Ps) と一致しないと仮定して矛盾を導く. 仮
定から L に含まれない (Q1, . . . , Qs) ∈ S(~P1, . . . , ~Ps) のうちで ` := max{ord(Qk

~Pk) | k =

1, . . . , s} が最小となるものがとれる. このとき

qk :=

{
σ(Qk) if ord(Qk

~Pk) = `

0 otherwise

90



と定義すると, q1σ(~P1) + · · · + qsσ(~Ps) = 0 である. 以下では定理 4.2.15の証明中の記号
を用いよう. 定理 2.2.11 を C{x, ξ} に適用すれば (そこでは形式巾級数環に対してしか証
明していないが, 収束巾級数環についても定理 2.2.11は正しいことが証明できる (cf. 7.1

節)), 適当な wij ∈ C{x, ξ} によって

(q1, . . . , qs) =
∑
i<j

wij~vij

が成立する. 例によって wij は ξ について斉次としてよい. σ(Wij) = wij なる Wij ∈ D0

をとって,

(Q′
1, . . . , Q

′
s) := (Q1, . . . , Qs)−

∑
i<j

Wij
~Vij

とおけば, (Q′
1, . . . , Q

′
s) ∈ S(~P1, . . . , ~Ps)かつ ord(Q′

k
~Pk) < `となる. また (Q1, . . . , Qs) 6∈ L

より (Q′
1, . . . , Q

′
s) 6∈ L でなければならないが, これは ` のとり方に反する. 2

4.3 代数的微分作用素環と解析的微分作用素環
この節では, あとで必要になるので, Weyl代数などの 4.1節の枠組みで扱えるグレブナ
基底の性質をもう少し詳しく調べる. 特に解析的微分作用素環との関連に重点を置く.

最初の目標は Weyl 代数の適当な項順序に関するグレブナ基底は, いわゆる involutive

basis になっていることを示すことである.

定義 4.3.1. (involutive basis) N を (D0)
r の左部分 D0-加群とする. {~P1, . . . , ~Ps} ⊂ N

が N の involutive basis とは, {σ(~P ) | ~P ∈ N \ {0}} が生成する (C{x}[ξ])r の部分
C{x}[ξ]-加群 gr(N ) が σ(~P1), . . . , σ(~Ps) で生成されることである.

involutive basis は次の章で明らかになるように, 線型偏微分方程式系に対して重要な意
味を持つ.

命題 4.3.2. N を (D0)
r の左部分 D0-加群とする. G := {~P1, . . . , ~Ps} ⊂ N が N の順序

≺D に関するグレブナ基底ならば, G は N の involutive basis である.

証明: ~P ∈ N とすると仮定によって

~P = Q1
~P1 + · · ·+Qs

~Ps

かつ lexpD(Qk
~Pk) �D lexpD(~P ) (k = 1, . . . , s)なる Q1, . . . , Qs ∈ D0 が存在する. この

とき ≺D の定義によって各 k について ord(Qk
~Pk) ≤ ord(~P ) が成立するから, S := {k ∈

{1, . . . , r} | ord(Qk
~Pk) = ord(~P )} とおけば

σ(~P ) =
∑
k∈S

σ(Qk)σ(~Pk)

が成り立つから σ(~P ) は σ(~P1), . . . , σ(~Ps) の生成する部分加群に含まれる. 2
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以下では N2n の項順序 ≺W であって,

(α, β) ≺W (α′, β′) =⇒ |β| ≤ |β′|

を満たすものを一つ固定する. このとき更に N2n × {1, . . . , r} の全順序 ≺W を

(α, β, i) ≺W (α′, β′, j) ⇐⇒ (|β| < |β′|)
or (|β| = |β′|, i < j)

or (|β| = |β′|, i = j, (α, β) ≺W (α′, β′))

で定義してW-順序と呼ぶことにする. ~P =
∑
α,β,i aαβix

α∂β~ei ∈ (An)
r に対して,

lexpW (~P ) = maxW{(α, β, i) | aαβi 6= 0}

で ~P の leading exponent を定義し, (α, β, i) := lexp(~P ) とするとき

lp(~P ) := i, lcoefW (~P ) := aαβi

によって ~P の leading point と leading coefficient を定義する. また (An)
r の部分集合 S

に対して
EW (S) := {lexpW (~P ) | ~P ∈ S \ {0}}

とおく. 以上の定義によって 4.1節の議論が An に対して適用できる. 特に, (An)
r の左部

分 An-加群 N の有限部分集合 G が, 順序 ≺W に関するグレブナ基底 (W-グレブナ基底)

とは, EW (N) = mono(EW (G)) が成り立つことである.

定理 4.3.3. G を (An)
r の左部分 An-加群 N のW-グレブナ基底とする. N を G の生成

する (D0)
r の左部分 D0-加群とすると, G は N の involutive basis である.

証明: G = {~P1, . . . , ~Ps} とおいて lexpW (~Pk) = (α(k), β(k), ik) とおこう. すべての k につ
いて lcoefW (~P ) = 1 としても一般性を失わない. 異なる i, j ∈ {1, . . . , s} に対して

α(ij) := α(i) ∨ α(j) − α(i), β(ij) := β(i) ∨ β(j) − β(i)

とおいて

Sij :=

{
xα

(ij)
∂β

(ij)
if lp(~Pi) = lp(~Pj)

0 otherwise

と定義すると, 定理 4.1.20によって lp(~Pi) = lp(~Pj) のとき

Sij ~Pi − Sji ~Pj =
s∑

k=1

Qijk
~Pk, lexpW (Qijk

~Pk) ≺W lexpW (~Pi) ∨ lexpW (~Pj)

を満たす Qijk ∈ An をとれる.

qijk :=

{
σ(Qijk) if lp(~Pi) = lp(~Pj) and ord(Qijk

~Pk) = |α(i) ∨ α(j)|
0 otherwise
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とおくと,

σ(Sij)σ(~Pi)− σ(Sji)σ(~Pj) =
s∑

k=1

qijkσ(~Pk),

lexpW (qijkσ(~Pk)) ≺W lexpW (~Pi) ∨ lexpW (~Pj) = lexpW (σ(~Pi)) ∨ lexpW (σ(~Pj))

が成り立つので定理 1.2.16によって σ(G) := {σ(~P ) | ~P ∈ G}は (C[x, ξ])r の部分 C[x, ξ]-

加群
N := C[x, ξ]σ(~P1) + · · ·+ C[x, ξ]σ(~Ps)

の順序 ≺W に関するグレブナ基底である. 更に定理 1.2.26によってシジジー加群

S(σ(~P1), . . . , σ(~Ps)) :=

{
(f1, . . . , fs) ∈ (C[x, ξ])s

∣∣∣∣∣
s∑

k=1

fkσ(~Pk) = 0

}

は C[x, ξ] 上 {~vij | 1 ≤ i < j ≤ s} で生成される; ただし

~vij :=

 (0, . . . ,
(i)

σ(Sij), . . . ,
(i)

−σ(Sji), . . . , 0)− (qij1, . . . , qijs) if lp(~Pi) = lp(~Pj)

0 otherwise

とおいた. このことから C[x, ξ]-加群の完全系列

0 −→ (C[x, ξ])s(s−1)/2 ψ−→ (C[x, ξ])s
ϕ−→ (C[x, ξ])r (3.1)

を得る. ここで準同型 ϕ と ψ は fk, fij ∈ C[x, ξ] に対して

ϕ((f1, . . . , fs)) =
s∑

k=1

fkσ(~Pk), ψ((fij)i<j) =
∑
i<j

fij~vij

で定義される. ここで C{x} が C[x] 上平坦であること (定理 3.2.17, 命題 7.1.4)と,

C{x} ⊗C[x] C[x, ξ] = C{x}[ξ]

であることに注意すれば (3.1) から C{x}[ξ]-加群の完全系列

0 −→ (C{x}[ξ])s(s−1)/2 ψ̃−→ (C{x}[ξ])s ϕ̃−→ (C{x}[ξ])r (3.2)

を得る. ここで準同型 ϕ̃ と ψ̃ は fk, fij ∈ C{x}[ξ] に対して

ϕ̃((f1, . . . , fs)) =
s∑

k=1

fkσ(~Pk), ψ̃((fij)i<j) =
∑
i<j

fij~vij

で定義される.

さて ~P を N の任意の元としよう. 我々の目標は

~P = Q1
~P1 + · · ·+Qs

~Ps (3.3)

と
ord(Qk

~Pk) ≤ ord(~P ) (k = 1, . . . , s)
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を満たす Q1, . . . , Qs ∈ D0 が存在することを示すことである. そのために (3.3) をみたす
Q1, . . . , Qs ∈ D0 のうちで

m := max{ord(Qk
~Pk) | k = 1, . . . , s}.

を最小にするものをとって m > ord(~P ) と仮定しよう. すると (3.3) の両辺の主シンボル
をとって

s∑
k=1

σm′
k
(Qk)σmk

(~Pk) = 0

を得る. ただし mk := ord(~Pk), m
′
k := m−mk とおいた. mij := |β(ij)| とおくと, 完全系

列 (3.2) から
(σm′

1
(Q1), . . . , σm′

s
(Qs)) =

∑
i<j

fij~vij.

をみたす fij ∈ C{x}[ξ] で ξ について m−mij 次斉次なものがとれる.

~Vij := (0, . . . ,

(i)︷︸︸︷
Sij , . . . ,

(j)︷ ︸︸ ︷
−Sji, . . . , 0)− (Qij1, . . . , Qijs) ∈ (An)

s.

とおいて, σ(Fij) = fij なる Fij ∈ D0 をとって, Q′
1, . . . , Q

′
s ∈ (D0)

r を

(Q′
1, . . . .Q

′
s) = (Q1, . . . , Qs)−

∑
i<j

Fij ~Vij.

で定義する. すると

~P =
s∑

k=1

Q′
k
~Pk +

∑
i<j

Fij ~Vijmat(~P1, . . . , ~Ps) =
s∑

k=1

Q′
k
~Pk

が成立する. ただし mat(~P1, . . . , ~Ps) は横ベクトル ~P1, . . . , ~Ps を縦に並べてできる s × r
行列を表わす. ところが ord(Q′

k
~Pk) < m であるから, これは m の取り方に反する. 従っ

て m = ord(~P ) とできることが示された. このとき,

σ(~P ) ∈ C{x}[ξ]σ(~P1) + · · ·+ C{x}[ξ]σ(~Ps)

となるから定理の主張が示された. 2

次に有理関数 (または有理形関数)係数の微分作用素環のグレブナ基底を考察しよう. 以
下では K を有理関数体 C(x), あるいは C{x} の商体 K0 として, K-係数の微分作用素環
R := K〈∂〉 を考察する. Nn の全順序 ≺R を

β ≺R β′ ⇐⇒ |β| < |β′| or (|β| = |β′|, β ≺L β′)

で定義し, Nn × {1, . . . , r} の全順序 ≺R を

(β, i) ≺R (β′, j) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, i < j)

or (|β| = |β′|, i = j, β ≺R β′)
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で定義して R-順序と呼ぼう. この順序によって, R = C(x)〈∂〉 と R = K0〈∂〉 に対して
4.1 節の議論が適用できる. 特にこの順序に関する ~P ∈ Rr の leading exponent, leading

coefficient, leading term をそれぞれ lexpR(~P ), lcoefR(~P ), ltermR(~P ) と書こう. また
S ⊂ Rr に対して ER(S) も通常通り定義される.

我々の目的は, An,D0,C(x)〈∂〉,K0〈∂〉 のグレブナ基底の間の関係を考察することであ
る. これらの微分作用素環の包含関係は次のようになっている:

An ⊂ D0

∩ ∩
C(x)〈∂〉 ⊂ K0〈∂〉

写像 $ : N2n × {1, . . . , r} −→ Nn × {1, . . . , r} を $(α, β, i) = (β, i) で定義しておく.

命題 4.3.4. (高山) N2n × {1, . . . , r} の順序 ≺W を

(α, β, i) ≺W (α′, β′, j) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, i < j)

or (|β| = |β′|, i = j, β ≺L β′)

or (β = β′, i = j, |α| < |α′|)
or (β = β′, i = j, |α| = |α′|, α ≺L′ α′)

で定義する (≺L, ≺L′ は成分を適当に置換したときの辞書式順序). これはこの節の始めに
定義した W-順序の特別な場合である. N を (An)

r の有限部分集合 G の生成する (An)
r

の左部分 An-加群とする. N̂ を G の生成する (C(x)〈∂〉)r の左部分 C(x)〈∂〉-加群とする.

G が N のW-順序に関するグレブナ基底ならば, G は N̂ のR-順序に関するグレブナ基
底でもある.

証明:

ER(N̂) := {lexpR(~P ) | ~P ∈ N̂ \ {0}} = mono(ER(G))

を示せばよい. ~P ∈ N̂ \ {0} とする. 適当な多項式 a ∈ C[x] によって a~P ∈ N とできる.

このとき定義から

lexpR(~P ) = lexpR(a~P ) = $(lexpW (a~P )) ∈ $(mono(EW (G))) = mono(ER(G))

を得る. 2

命題 4.3.5. N̂ を (C(x)〈∂〉)r の有限部分集合Gの生成する (C(x)〈∂〉)r の左部分C(x)〈∂〉-
加群とする. N̂ を G の生成する (K0〈∂〉)r の左部分 K0〈∂〉-加群とする. G が N̂ のR-順
序に関するグレブナ基底ならば, G は N̂ のR-順序に関するグレブナ基底でもある.

証明: G = {~P1, . . . , ~Ps} とおく. G は N̂ のグレブナ基底だから, lp(~Pi) = lp(~Pj) のとき

sp(~Pi, ~Pj) =
s∑

k=1

Qijk
~Pk, lexpR(Qijk) ≺R lexpR(~Pi) ∨ lexp(~Pj)
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をみたす Qijk ∈ An が存在する. これを (K0〈∂〉)r における関係式とみなせるから, G は
N̂ のグレブナ基底である. 2

~P ∈ (D0)
r のとき, ~P ∈ (K0〈∂〉)r とみなせて, coefR(~P ) ∈ O0 = C{x} となることに注

意しておく.

命題 4.3.6. N を (D0)
r の有限部分集合 G の生成する (D0)

r の左部分 D0-加群とする.

N̂ を G の生成する (K0〈∂〉)r の左部分 K0〈∂〉-加群とする. G が N̂ のR-順序に関するグ
レブナ基底であって, かつすべての ~P ∈ G に対して lcoefR(~P )(0) 6= 0 ならば, G は N
のD-順序に関するグレブナ基底でもある.

証明: G = {~P1, . . . , ~Ps} とおく. G は N̂ のグレブナ基底だから, β(k) := lexpR(~Pk) とお
いて, lp(~Pi) = lp(~Pj) のとき,

Sij := ltermR(~Pj)∂
β(i)∨β(j)−β(j) − ltermR(~Pi)∂

β(i)∨β(j)−β(i)

とおくと, (K0〈∂〉)r における Gによる簡約操作 (アルゴリズム 4.1.12)において lcoefR(~Pk)

による割算のみが用いられ, 仮定から lcoefR(~Pk) は C{x} の可逆元であることに注意す
れば,

Sij ~Pi − Sji ~Pj =
s∑

k=1

Qijk
~Pk, lexpD(Qijk) ≺D lexpD(~Pi) ∨ lexp(~Pj)

をみたす Qijk ∈ D0 が存在することがわかる. 故に G は N のグレブナ基底でもある. 2

4.4 微分作用素環に対する tangent cone アルゴリズム
ここでは An の元で生成される D0 の左イデアル, あるいはもっと一般的に (An)

r の元
で生成される (D0)

r の左部分 D0-加群を考察し, 4.2節の意味でのD-順序に関するグレブ
ナ基底を計算するアルゴリズムを与える. 方法は 2.3節と同様にある意味で斉次化を行な
い An に対するグレブナ基底アルゴリズムを用いるというものである.

x0を変数として An[x0]で Anを係数環とする x0の多項式環を表わそう. x0 = xn+1, ∂0 =

∂n+1 とすれば An[x0] は ∂0 を含まない元からなる An+1 の部分環といってもよい.

定義 4.4.1. (F-斉次性) An[x0] の元 P が (m 階) F-斉次とは, m を整数として P が

P =
∑

|β|−|α|−µ=m

aµ,α,βx0
µxα∂β (aµ,α,β ∈ C)

という形に書けること. 更に ~P ∈ (An[x0])
r が (m 階) F-斉次とは, ~P の各成分が m 階 F-

斉次であることと定義する.

補題 4.4.2. P,Q ∈ An[x0] がそれぞれ m 階 F-斉次, ` 階 F-斉次ならば, PQ は m+ ` 階
F-斉次である.
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証明: Leibniz の公式 (命題 3.1.4)によって, R := PQ とおくと

R(x0, x, ξ) =
∑
ν∈Nn

1

ν!

(
∂|ν|

∂ξν
P (x0, x, ξ)

)(
∂|ν|

∂xν
Q(x0, x, ξ)

)
(4.1)

である. 仮定から

P (x0, x, ξ) =
∑

|β|−|α|−µ=m

aµ,α,βx0
µxαξβ,

Q(x0, x, ξ) =
∑

|β|−|α|−µ=`

bµ,α,βx0
µxαξβ

という形に書けるから, これと (4.1) から補題の結論がわかる. 2

定義 4.4.3. (F-斉次化) P =
∑
α,β aα,βx

α∂β をWeyl代数 An の元とするとき, P のF-斉
次化 P h を

P h :=
∑
α,β

aα,βx
|β|−|α|+m
0 xα∂β ∈ An[x0]

で定義する. ただし m := degF (P ) := max{|α| − |β| | aα,β 6= 0} とおいた. P h は −m 階
F-斉次である. また ~P = (P1, . . . , Pr) ∈ (An)

r に対して, mk := degF (Pk), m := max{mk |
k = 1, . . . , r} とおいて, ~P の F-斉次化 ~P h を

~P h := (x0
m−m1(P1)

h, . . . , x0
m−mr(Pr)

h) ∈ (An[x0])
r

で定義する. ~P h は −m 階 F-斉次である.

補題 4.4.4. P,Q ∈ An に対して (PQ)h = P hQh.

証明:

P =
∑
α,β

aαβx
α∂β, Q =

∑
α,β

bαβx
α∂β

として, m := degF (P ), ` := degF (Q) とおくと, 補題 4.4.2から xα∂βxα
′
∂β

′ は |β|+ |β′| −
|α| − |α′| 階 F-斉次であるから, degF (PQ) = m+ ` であることがわかる. 従って

(PQ)h =
∑

α,β,α′,β′
aαβbα′β′x0

|β|+|β′|−|α|−|α′|−m−`xα∂βxα
′
∂β

′

=
∑
α,β

aαβx0
|β|−|α|−mxα∂β

∑
α′,β′

bα′β′x0
|β′|−|α′|−`xα

′
∂β

′

= P hQh.

2

N2n+1 の順序 ≺H を

(µ, α, β) ≺H (µ′, α′, β′) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, µ+ |α| < µ′ + |α′|)
or (|β| = |β′|, µ+ |α| = µ′ + |α′|, µ < µ′)

or (|β| = |β′|, µ = µ′, |α| = |α′|, β ≺L β′)

or (β = β′, µ = µ′, |α| = |α′|, α ≺L α′)
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で定義してH-順序と呼ぼう. H-順序は N2n+1 の項順序である. An[x0] の元

P =
∑
µ,α,β

aµ,α,βx0
µxα∂β 6= 0

に対して, その leading exponent と leading coefficient を

lexpH(P ) := maxH{(µ, α, β) | aµ,α,β 6= 0}, lcoefH(P ) := aµαβ ((µ, α, β) := lexpH(P ))

で定義する (maxH はH-順序に関する最大元を表わす).

さらにベクトルの場合を扱うため, N2n+1 × {1, . . . , r} の全順序 ≺H を

(µ, α, β, i) ≺H (µ′, α′, β′, j) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, µ < µ′)

or (|β| = |β′|, µ = µ′, i < j)

or (|β| = |β′|, µ = µ′, i = j, (µ, α, β) ≺H (µ′, α′, β′))

で定義する. これは 1.2節の条件 (r-1), (r-2) を満たす.

~P =
∑

µ,α,β,i

aµαβix0
µxα∂β~ei ∈ (An)

r

に対して,

lexpH(~P ) := maxH{(µ, α, β, i) | aµαβi 6= 0}

で ~P の leading exponent を定義する. さらに lexp(~P ) = (µ, α, β, i) のとき,

lpH(~P ) := i, lcoefH(~P ) := aµαβi

で leading point と leading coefficient を定義する.

定義 4.4.5. N を (An[x0])
r の左部分 An[x0]-加群とする. N の有限部分集合 G が (H-順

序に関する)N のグレブナ基底とは

EH(N) := {lexpH(~P ) | ~P ∈ N \ {0}} = mono(EH(G))

が成立すること.

H-順序に関しては, 4.1節の議論が適用できるので, (An[x0])
r の左部分加群 N の有限個

の生成元が与えられたとき, それからアルゴリズム 4.1.21より N のH-順序に関するグレ
ブナ基底が得られる. さらにそのとき, もし生成元がすべて F-斉次だったとすると, 補題
4.4.2 により, それらの S-作用素も F-斉次であり, また F-斉次な元による簡約操作は F-斉
次性を保存するから, 結局アルゴリズム 4.1.21を適用して得られる N のグレブナ基底は
F-斉次な (An[x0])

r の元からなる.

次の補題は補題 4.4.4から明らか:

補題 4.4.6. ~P ∈ (An)
r と Q ∈ An に対して (Q~P )h = Qh ~P h.
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補題 4.4.7. ~P1, . . . , ~Ps ∈ (An)
r に対して ~P := ~P1 + · · · + ~Ps とおくと, 適当な µ,µ1,. . .,

µs ∈ N をとれば
x0

µ ~P h = x0
µ1(~P1)

h + · · ·+ x0
µs(~Ps)

h

が成立する.

証明: m := degF (~P ), mk := degF (~Pk) とおくと m ≤ m0 := max{mk | k ∈ {1, . . . , s}} で
あり F-斉次化の定義から

x0
m0−m ~P h = x0

m0−m1(~P1)
h + · · ·+ x0

m0−ms(~Ps)
h

が成立する. 2

写像 $ : N2n+1 × {1, . . . , r} −→ N2n × {1, . . . , r} を $(µ, α, β, i) = (α, β, i) で定義す
る. また (An[x0])

r の元を ~P (x0) で表わすとき ~P (1) ∈ (An)
r は ~P の x0 に 1 を代入した

作用素 (のベクトル)を表わす.

補題 4.4.8. (1) すべての ~P ∈ (An)
r に対して lexpD(~P ) = $(lexpH(~P h)).

(2) ~P (x0) ∈ (An[x0])
r が F-斉次ならば lexpD(~P (1)) = $(lexpH(~P (x0))).

証明: ~P ∈ (An)
r に対して ~P h = ~P h(x0) は F-斉次で ~P h(1) = ~P であるから, (1) は (2)

から従う.
~P (x0) =

∑
µ,α,β,i

aµαβix0
µxα∂β~ei ∈ (An[x0])

r

がm階F-斉次とすると, aµαβi 6= 0のとき, |β|−|α|−µ = mである. そこで |β|−|α|−µ = m

かつ |β′| − |α′| − µ′ = m とすると, H-順序の定義から

(µ, α, β, i) ≺H (µ′, α′, β′, j) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, µ < µ′)

or (|β| = |β′|, µ = µ′, i < j)

or (|β| = |β′|, µ = µ′, i = j β ≺L β′)

or (β = β′, µ = µ′, i = j, α ≺L′ α′)

であるから, |β| = |β′| のとき µ + |α| = µ′ + |α′| であることに注意すれば, このとき
(µ, α, β, i) ≺H (µ′, α′, β′, j) と (α, β, i) ≺D (α′, β′, j) は同値になる. 以上のことから, (2)

がわかる. 2

定理 4.4.9. N を (An)
r の元 ~P1, . . . , ~Pm の生成する (An)

r の左部分 An-加群とする.

Nh を (~P1)
h, . . . , (~Pm)h の生成する (An[x0])

r の左部分 An[x0]-加群として, Gh を Nh

の H-順序に関するグレブナ基底であって, F-斉次なものからなるものとする. このとき
G := {~P (1) | ~P (x0) ∈ Gh} は, ~P1, . . . , ~Pm の生成する (D0)

r の左部分 D0-加群 N のD-

順序に関するグレブナ基底である.
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証明: 2段階に分けて証明する. 以下 Gh = { ~Q1(x0), . . . , ~Qs(x0)} とおく.

(第 1段階) G が N を (D0 上)生成すること: 各 ~Qk(x0) は Nh の元だから, 適当な
Rk1(x0), . . . , Rkm(x0) ∈ An[x0] によって

~Qk(x0) = Rk1(x0)(~P1)
h(x0) + · · ·+Rkm(x0)(~Pm)h(x0)

と表わされる. この両辺に x0 = 1 を代入して
~Qk(1) = Rk1(1)~P1 + · · ·+Rkm(1)~Pm ∈ N

を得る. 次に各 k に対して (~Pk)
h ∈ Nh だから, 適当な Tk1(x0), . . . , Tks(x0) ∈ An[x0] に

よって
(~Pk)

h(x0) = Tk1(x0) ~Q1(x0) + · · ·+ Tks(x0) ~Qs(x0)

と書ける. これに x0 = 1 を代入して
~Pk = Tk1(1) ~Q1(1) + · · ·+ Tks(1) ~Qs(1)

を得るから, ~Pk は G の元の An-係数の一次結合で表わされる. N は ~P1, . . . , ~Ps が D0 上
生成する (D0)

r の部分加群であったから, N は D0 上 G で生成される.

(第 2段階) lexpH( ~Qk) = (µk, α
(k), β(k), ik) として,

Sij(x0) := lcoefH( ~Qj)x0
µi∨µj−µixα

(i)∨α(j)−α(i)

∂β
(i)∨β(j)−β(i)

とおけば, 仮定によって F-斉次な Rijk(x0) ∈ An[x0] が存在して

Sij(x0) ~Qi(x0)− Sji(x0) ~Qj(x0) =
s∑

k=1

Rijk(x0) ~Qk(x0),

lexpH(Rijk(x0) ~Qk(x0)) ≺H lexpH( ~Qi(x0)) ∨ lexpH( ~Qj(x0))

が成立する. これに x0 = 1 を代入すれば, 補題 4.4.8によって

Sij(1) ~Qi(1)− Sji(1) ~Qj(1) =
s∑

k=1

Rijk(1) ~Qk(1),

lexpD(Rijk(1) ~Qk(1)) ≺D lexpD( ~Qi(1)) ∨ lexpD( ~Qj(1))

を得る.

Sij(1) ~Qi(1)− Sji(1) ~Qj(1) = spD(~Pi, ~Pj)

だから, 定理 4.2.15により, G は N のD-順序に関するグレブナ基底である. 2

次の系は上記の定理の証明と定理 4.2.18から直ちにわかる:

系 4.4.10. 定理 4.4.9 と同じ仮定の下で, 定理 4.4.9の証明と同じ記号を用いて

~Vij := (0, . . . ,
(i)

Sij(1), . . . ,
(j)

Sji(1), . . . , 0)− (Rij1(1), . . . , Rijs(1))

とおけば, 1次シジジー加群

{(U1, . . . , Us) ∈ (D0)
s | U1

~Q1(1) + · · ·+ Us ~Qs(1) = 0}

は D0 上 {~Vij | i < j, lpD( ~Qi(1)) = lpD( ~Qj(1))} で生成される.
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第5章 線型偏微分方程式系に対するアル
ゴリズム

5.1 方程式系の表示と未知関数の変換
この章では, 具体的に与えられた線型偏微分方程式系

M :
r∑
j=1

Pijuj = 0 (i = 1, . . . , s)

の (解の)構造に関する情報を取り出すためのアルゴリズムを考察する. 以下では, 特に
断らない限り, 考える線型偏微分方程式系 M は代数的, すなわち, 上記で Pij はすべて
Weyl 代数 An の元であると仮定する.

この節では,M の具体的な表示と未知関数の変換について考える. M を上記のような
代数的線型偏微分方程式系とする. 3.3節で説明したように

~Pi := (Pi1, . . . , Pir) ∈ (An)
r (i = 1, . . . , s)

とおいて, ~e1, . . . , ~er を r 次元単位ベクトルとして, ui を ~ei ∈ Dr のM における剰余類と
すれば, 左 D-加群として

M = Dr/(D ~P1 + · · ·+D ~Ps) = Du1 + · · ·+Dur

である.

N := D ~P1 + · · ·+D ~Ps ⊂ Dr,
N := An ~P1 + · · ·+ An ~Ps ⊂ (An)

r,

M := (An)
r/N

とおく. さらに

L := {(U1, . . . , Us) ∈ (An)
s | U1

~P1 + · · ·+ Us ~Ps = 0}

とおこう. ≺ を Nn の任意の項順序として, アルゴリズム 4.1.21によって, N の順序 ≺ に
関するグレブナ基底を計算すれば, 定理 4.1.30 によって L の生成元

~Rk = (Rk1, . . . , Rks) ∈ (An)
s (k = 1, . . . , t)

を得る. そこで ϕ を自然な射影として, An-準同型 ψ, χ を

ψ(U1, . . . , Us) := U1
~P1 + · · ·+ Us ~Ps,

χ(U1, . . . , Ut) := U1
~R1 + · · ·+ Ut ~Rt
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(Ui ∈ An)で定義すれば,

0←−M ←− (An)
r ψ←− (An)

s χ←− (An)
t

は左 An-加群の完全系列である. D は An 上平坦である (定理 3.2.17) から, これから左 D-

加群の完全系列
0←−M ϕ̃←− Dr ψ̃←− Ds χ̃←− Dt

を得る. ただし, ここで ϕ̃, ψ̃, χ̃ はそれぞれ

ϕ̃(U1, . . . , Ur) := U1u1 + · · ·+ Urur,

ψ̃(U1, . . . , Us) := U1
~P1 + · · ·+ Us ~Ps,

χ̃(U1, . . . , Ut) := U1
~R1 + · · ·+ Ut ~Rt

(Ui ∈ D) で定義される D-準同型である. このとき 3.3節の議論から, 一般に F を左 D-

加群の層とすれば, 与えられた g1, . . . , gs ∈ F(U) (U は Cn の領域)に対して, 非斉次線型
偏微分方程式系

r∑
j=1

Pijfj = gi (i = 1, . . . , s)

が解 f1, . . . , fr ∈ F(U) を持つためには
s∑
i=1

Rkigi = 0 (k = 1, . . . , t)

が成立していることが必要である.

次に未知関数の変換について考察しよう.

M = Du1 + · · ·+Dur

を上述のように与えられた左連接 D-加群とする. Qkj ∈ An を与えて

vk :=
r∑
j=1

Qkjuj (k = 1, . . . ,m),

M′ := Dv1 + · · ·+Dvm ⊂M

とおこう. このとき次の 2つの問題を考えよう:

(I) v1, . . . , vm に対する微分方程式系M′ を具体的に求めるアルゴリズムを見出すこと;

(II) M′ =M となるかどうかを判定するアルゴリズムを見出すこと.

(I)の解答:

N ′ := {(U1, . . . , Um) ∈ Dm | U1v1 + · · ·+ Umvm = 0},
M′ := Dv1 + · · ·+Dvm ⊂M,

N ′ := {(U1, . . . , Um) ∈ (An)
m | (U1, . . . , Um)(Qkj) ∈ N},

M ′ := (An)
m/N ′
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とおく (ここで (Qkj)は Qkj を成分とするm×r行列を表わす). このとき U1, . . . , Um ∈ An
に対して (U1, . . . , Um) ∈ N ′ であるための必要十分条件は, ある V1, . . . , Vr ∈ An が存在
して

U1
~Q1 + · · ·+ Um ~Qm + V1

~P1 + · · ·+ Vr ~Pr = 0

すなわち
(U1, . . . , Um, V1, . . . , Vr) ∈ L := S( ~Q1, . . . , ~Qm, ~P1, . . . , ~Pr)

となることである. そこで, ~Q1, . . . , ~Qm, ~P1, . . . , ~Pr の生成する (An)
r の左部分 An-加群の項

順序 ≺W に関するグレブナ基底を求めれば, 定理 4.1.31によって Lの生成元 ~R1, . . . , ~R` ∈
(An)

m+r が求まる. ~Rk の最初の m 個の成分を並べたベクトルを ~R′
k とすれば, 上の議論

から, ~R′
1, . . . ,

~R′
` が N ′ の生成元であることがわかる. そこで U1, . . . , Um ∈ An に対して

ψ′(U1, . . . , U`) := U1
~R′

1 + · · ·+ U` ~R
′
`

と定義すれば, 左 An-加群の完全系列

0←−M ′ ←− (An)
m ψ′
←− (An)

`

を得る. これから左 D-加群の完全系列

0←− D ⊗An M
′ ←− Dm ψ̃′

←− D` (1.1)

が導かれる. 一方 U1, . . . , Um ∈ Anに対して, ϕ′(U1, . . . , Um)を (U1, . . . , Um)(Qjk) ∈ (An)
r

の M における剰余類とすれば,

0 −→ N ′ −→ (An)
m ϕ′
−→M (1.2)

は左 An-加群の完全系列だから, M = D ⊗An M に注意すれば (cf. 3.3節)左 D-加群の完
全系列

0 −→ D ⊗An N
′ −→ Dm ϕ̃′

−→M

を得る. ここで ϕ̃′ は

ϕ̃′(U1, . . . , Um) :=
m∑
i=1

Uivi =
m∑
i=1

r∑
j=1

UiQijuj

で定義される. 一方 N ′ の定義から,

0 −→ N ′ −→ Dm ϕ̃′
−→M

は完全系列だから N ′ ∼= D ⊗An N
′ を得る. 従って

M′ ∼= Dm/N ′ ∼= Dm/D ⊗An N
′ ∼= D ⊗An ((An)

r/N ′) ∼= D ⊗An M
′

である. これと (1.1)から完全系列

0←−M′ ←− Dm ψ̃′
←− D`

103



を得る. ψ̃′(U1, . . . , U`) = U1
~R′

1 + · · ·+U` ~R
′
` であるから, v1, . . . , vm に対する方程式系M′

は具体的には
M′ :

m∑
j=1

Rijvj = 0 (i = 1, . . . , `)

で表わされる. ただし ~R′
i = (Ri1, . . . , Rim) とおいた.

(II) の解答: (1.2) から 1対 1の An-準同型

M ′ = (An)
m/N ′ ϕ′

−→M

が導かれる. この準同型によって, M ′ ⊂M とみなしたとき,

M ′ = M ⇐⇒ Imϕ′ = M

⇐⇒ An ~Q1 + · · ·+ An ~Qm +N = (An)
r

⇐⇒ An ~Q1 + · · ·+ An ~Qm + An ~P1 + · · ·+ An ~Ps = (An)
r

であるから, ~Q1, . . . , ~Qm, ~P1, . . . , ~Ps が生成する (An)
r の左 An-加群 L の項順序 ≺ に関す

るグレブナ基底 G を求めれば, M ′ = M となるための必要十分条件は,

E(G) ⊃ {(0, i) ∈ N2n × {1, . . . , r} | i = 1, . . . , r}

となることである.

一方, 点 p ∈ Cn において

M′
p =Mp ⇐⇒ Dpv1 + · · ·+Dpvm =Mp

⇐⇒ Dp ~Q1 + · · ·+Dp ~Qm +Np = (Dp)r

⇐⇒ Dp ~Q1 + · · ·+Dp ~Qm +Dp ~P1 + · · ·+Dp ~Ps = (Dp)r

を得る. 従って, 定理 4.4.9を用いて, ~Q1, . . . , ~Qm, ~P1, . . . , ~Ps が生成する (Dp)r の左 Dp-加
群 L のD-順序に関するグレブナ基底 G′ を求めれば,M′ =M となるための必要十分条
件は

ED(G′) ⊃ {(0, i) ∈ N2n × {1, . . . , r} | i = 1, . . . , r}

となることである.

なお, 以上のことから M ′ = M ならば,

An ~Q1 + · · ·+ An ~Qm + An ~P1 + · · ·+ An ~Ps = (An)
r

であるから, 任意の p ∈ Cn に対して

Dp ~Q1 + · · ·+Dp ~Qm +Dp ~P1 + · · ·+Dp ~Ps = (Dp)r

となる. 実際, 各単位ベクトル ~ei ∈ (An)
r が Q1, . . . , Qm, P1, . . . , Ps の An 係数の 1次結

合で書けるので, 必然的に Dp 係数の 1次結合でも書けることになる. 従って M ′ = M な
らば, 任意の p ∈ Cn に対してM′

p =Mp となることがわかった.
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さらに M = M ′ またはMp =M′
p のとき, グレブナ基底のアルゴリズム (アルゴリズ

ム 4.1.21および定理 4.4.9)から, 各 j = 1, . . . , r に対して

~ej = Uj1 ~Q1 + · · ·+ Ujm ~Qm + Vj1 ~P1 + · · ·+ Vjs ~Ps

となる Uj1, . . . , Ujm, Vj1, . . . , Vjs ∈ An を見出すことができる. このとき

uj = Uj1v1 + · · ·+ Ujmvm (j = 1, . . . , r)

であるから, 逆に u1, . . . , ur を v1, . . . , vm で具体的に表わすことが可能である.

常微分方程式 (n = 1)の場合の簡単な例を挙げよう.

例 5.1.1. λ ∈ C を定数, n = 1 として x = x1, ∂ = ∂1 と書こう.

M := D/D(x∂ − λ) = Du

(u は 1 のM における剰余類) とおく. v := xu, M′ := Dv ⊂ M とおいて, v に対する
方程式M′ の具体形を求め,M′ =M かどうかを判定しよう.

P := x∂ − λ, Q := x

とおく. P と Q は 4.4 節の意味で F-斉次であるから, 4.3節の W-順序による A1 でのグ
レブナ基底と 4.2節の D-順序による D0 でのグレブナ基底は一致することに注意してお
く. そこで以下ではW-順序によるグレブナ基底を考える.

(1) λ 6= −1 のとき:

sp(P,Q) = P − ∂Q = x∂ − λ− (x∂ + 1) = −λ− 1 6= 0

だから, A1P + A1Q = A1 であり, (II)から (C 上で)M′ =M である. 上の式から

1

λ+ 1
∂Q− 1

λ+ 1
P = 1 (1.3)

を得る. 定理 4.1.31に従って

C :=
(

1

λ+ 1
∂, − 1

λ+ 1

)
, D :=

(
x

x∂ − λ

)

とおけば

DC − I2 =

(
1

λ+1
x∂ − 1 − 1

λ+1
x

1
λ+1

(x∂ − λ)∂ − 1
λ+1

(x∂ − λ)− 1

)

だから, v の満たす方程式は(
1

λ+ 1
x∂ − 1

)
v = (x∂ − λ)∂v = 0

となるが, (x∂ − λ)∂ = ∂(x∂ − λ− 1) であるから, これは

(x∂ − λ− 1)v = 0

105



と同値である. すなわちM′ = Dv = D/D(x∂ − λ− 1) である. また, (1.3)の両辺を u に
作用させて

u =
1

λ+ 1
∂v

を得る.

(2) λ = −1 のとき:

sp(P,Q) = P − ∂Q = x∂ + 1− (x∂ + 1) = 0

であるから {P,Q} はW-順序に関するグレブナ基底であり, 上の注意から, D-順序に関す
るグレブナ基底でもある. 従って D0P +D0Q 6= D0 であるからM′

0 6=M0 である. (p 6= 0

ではM′
p =Mp が成り立つ.) 上式から P = ∂Q だから, U, V ∈ A1 に対して

UQ+ V P = 0⇐⇒ (U + V ∂)x = 0⇐⇒ U + V ∂ = 0

だから,M′ = D/D∂ を得る. すなわち v に対する方程式は ∂v = 0 である.

例 5.1.2. α, β, γ ∈ C として Gauss の微分方程式

Pu =
(
x(1− x)∂2 + {γ − (α + β + 1)x}∂ − αβ

)
u = 0

を考える. M := D/DP = Du とおく. v := ∂u としてM′ = Dv ⊂M を考える. αβ 6= 0

のとき A1∂ + A1P = A1 であるから, C 上でM′ =M を得る. 逆の対応が

u =
1

αβ
{x(1− x)∂ − (α + β + 1)x+ γ}v

で与えられることもわかる. また, αβ = 0のときは, 任意の p ∈ Cにおいて Dp∂+DpP =

Dp∂ 6= Dp となるので,M′
p 6=M である.

問題 1. 上の例において v の満たす方程式を求めよ.

5.2 特性多様体
ここでは, 線型偏微分方程式系の特性多様体 (cf. 3.4節)を計算するアルゴリズムを与え
るのが目標である. 4.3節と同様に N2n の項順序 ≺W であって

(α, β) ≺W (α′, β′) =⇒ |β| ≤ |β′|

を満たすものを一つ固定する. 更に N2n × {1, . . . , r} の全順序 ≺W を

(α, β, i) ≺W (α′, β′, j) ⇐⇒ |β| < |β′|
or (|β| = |β′|, i < j)

or (|β| = |β′|, i = j, (α, β) ≺W (α′, β′))

で定義して W-順序と呼ぶ. この順序に関する ~P ∈ (An)
r の leading exponent と leading

point をそれぞれ lexp(~P ), lp(~P ) で表わそう.

106



定理 5.2.1. Pij ∈ An として, 線型偏微分方程式系

M :
r∑
j=1

Pijuj = 0 (i = 1, . . . , s)

を考える. ~Pi := (Pi1, . . . , Pir) ∈ (An)
r とおいて, G を (An)

r の左部分 An-加群 N :=

An ~P1 + · · ·+An ~Ps のW-順序に関するグレブナ基底として, ν = 1, . . . , r に対して Gν :=

{~P ∈ G | lp(~P ) = ν} とおくと,M の特性多様体 Char(M) は

Char(M) =
r∪

ν=1

{(x, ξ) ∈ C2n | σ(~P )ν(x, ξ) = 0 for any ~P ∈ Gν}

で定義される C2n の代数的集合である. ここで, σ(~P )ν は σ(~P ) の第 ν 成分を表わす.

証明: Dr の左 D-部分加群 (の層) N を

N := D ~P1 + · · ·+D ~Ps

で定義する. k ≥ 0 に対して

Mk := D(k)u1 + · · ·+D(k)ur,

Nk := D(k)r ∩N ,

gr(N ) :=
∞⊕
k=0

(Nk/Nk−1),

µ(gr(N )) := OC2n ⊗O[ξ] gr(N )

とおく. 3.4節の議論から, µ(gr(N )) は (OC2n)r の部分 OC2n-加群とみなせて,

Char(M) = {p∗ = (x, ξ) ∈ C2n | µ(gr(N ))p∗ 6= ((OC2n)p∗)
r}

が成立する. また, gr(N ) の部分 O[ξ]-加群の層 L(ν) を

L(ν) := {(f1, . . . , fr) ∈ gr(N ) | fµ = 0 for µ > ν}

で定義すると, L(ν)/L(ν−1) は (第 ν 成分に着目することにより) O[ξ] のイデアル (の層)と
みなすことができる. 従って p∗ ∈ T ∗Cn = C2n に対して

p∗ 6∈ Char(M) ⇐⇒ µ(gr(N ))p∗ = ((OC2n)p∗)
r

⇐⇒ µ(L(ν)/L(ν−1))p∗ = (OC2n)p∗ (∀ν = 1, . . . , r)

である. 実際この条件は, 各 ν に対して (fν,1, . . . , fν,ν−1, 1, 0, . . . , 0) という形の µ(gr(N ))

の元が存在することと同値であることに注意すればよい. さて, 以下では L(ν)/L(ν−1) が
{σ(~P )ν | ~P ∈ Gν} で生成されることを示そう.

まず定理 4.3.3によって, gr(N )は O[ξ]上 σ(G) := {σ(~P ) | ~P ∈ G}で生成される. 従っ
て G = {~P1, . . . , ~Pt} として, ~f ∈ (Nm/Nm−1)∩L(ν) とすると, 適当な qi ∈ O[ξ] によって

~f =
t∑
i=1

qiσ(~Pi) (2.1)
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と書ける. ここで µ := max{lp(~Pi) | qi 6= 0} として,

G≤µ := {σ(~P ) | ~P ∈ G, lp(~P ) ≤ µ}, σ(G≤µ) := {σ(~P ) | ~P ∈ G≤µ}

とおこう. ~P1, . . . , ~Pt の順番を適当に入れ替えることにより G≤µ = {~P1, . . . , ~P`} (` ≤ t)

としてよい. W-順序の定義から, σ(G≤µ) は C[x, ξ]r において, W-順序に関するグレブナ
基底であることがわかる. すなわち, 1 ≤ i < j ≤ ` に対して

sp(σ(~Pi), σ(~Pj)) = sijσ(~Pi)− sjiσ(~Pj) =
∑̀
k=1

qijkσ(~Pk) (2.2)

かつ
lexpW (~qijkσ(~Pk)) �W lexpW (σ(~Pi)) ∨ lexpW (σ(~Pj)) (k = 1, . . . , `)

を満たす qijk ∈ C[x, ξ] と単項式 sij, sji が存在する. 特に (2.2) の第 µ 成分を見れば,

σ(Gµ) の第 µ 成分のなす集合は C[x, ξ] におけるグレブナ基底であることがわかる. ここ
で Gµ = {~P1, . . . , ~Pλ} (λ ≤ `) と仮定してよい. 1 ≤ i < j ≤ λ に対して

~vij := (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (qij1, . . . , qijλ) ∈ C[x, ξ]λ

とおき, O[ξ]-準同型 ϕ, ψ を

ϕ(f1, . . . , fλ) := f1 · (σ(~P1))µ + · · ·+ fλ · (σ(~Pλ))µ,

ψ((fij)i<j) :=
∑
i<j

fij · (~vij)µ

で定義すれば, 定理 4.3.3の証明と同様に O[ξ] の C[x, ξ] 上の平坦性から, O[ξ]-加群の完
全系列

0 −→ O[ξ]λ(λ−1)/2 ψ−→ O[ξ]λ
ϕ−→ O[ξ] −→ 0

を得る. さて (2.1) と µ の定義から

~f =
∑̀
i=1

qiσ(~Pi) (2.3)

が成立している. ここで µ > ν と仮定すると, ~f ∈ L(ν) から (2.3) の両辺の第 µ 成分は 0

でなければならないから, 上の完全系列によって, 適当な gij ∈ O[ξ] が (考えている点の近
傍で)存在して

(q1, . . . , qλ) =
∑

1≤i<j≤λ
gij~vij (2.4)

が成立する. (2.3), (2.4)によって

~f =
∑̀
k=1

qkσ(~Pk)

=
λ∑
k=1

qkσ(~Pk) +
∑̀

k=λ+1

qkσ(~Pk)

=
∑

1≤i<j≤λ
gij~vij · (σ(~P1), . . . , σ(~P`)) +

∑̀
k=λ+1

qkσ(~Pk)

=
∑̀

k=λ+1

qkσ(~Pk)
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を得る. ここで最後の行は ~Pk ∈ G≤µ−1 なる k に関する和に他ならない. µ− 1 > ν なら
ば, µ− 1 を改めて µ として, 以上の議論を繰り返せば, 結局 ~f が σ(G≤ν) の O[ξ]-係数の
１次結合で表わされることがわかる. その１次結合の第 ν 成分に着目すれば, このことは
L(ν)/L(ν−1) が σ(Gν) で生成されることを意味する. 故に

p∗ = (p, ξ) 6∈ Char(M) ⇐⇒ ∀ν = 1, . . . , r　 (σ(~P )(p, ξ) 6= 0 for some ~P ∈ Gν)

を得るから定理が証明できた. 2

例 5.2.2. 変数を x1, . . . , x4 の代わりに t, x, y, z として, ∂1, . . . の代わりに ∂t, . . . などと
表わすことにする. 電場を ~E, 磁場を ~H で表わすと, 真空中の Maxwell の方程式は

div ~E = div ~H = 0,

rot ~E + µ∂t ~H = 0,

rot ~H − ε∂t ~E = 0

で与えられる. ただし ε, µ は正の定数とする (それぞれ, 真空の誘電率, 透磁率を表わす).

( ~E, ~H) = (u1, . . . , u6) としてこれらを成分表示すれば, 定理 5.2.1の記号で

~P1 = (∂x, ∂y, ∂z, 0, 0, 0),

~P2 = (0, 0, 0, ∂x, ∂y, ∂z),

~P3 = (0,−∂z, ∂y, µ∂t, 0, 0),

~P4 = (∂z, 0,−∂x, 0, µ∂t, 0),

~P5 = (−∂y, ∂x, 0, 0, 0, µ∂t),
~P6 = (−ε∂t, 0, 0, 0,−∂z, ∂y),
~P7 = (0,−ε∂t, 0, ∂z, 0,−∂x),
~P8 = (0, 0,−ε∂t,−∂y, ∂x, 0)

となる. これらが (A4)
6 で生成する左 A4-加群の (∂ についての全次数-辞書式順序から誘

導される W-順序に関する)グレブナ基底 G を求めると G = {~Pi | i = 1, . . . , 13}, ただし

~P9 = (εµ∂2
t − ∂2

x − ∂2
y − ∂2

z , 0, 0, 0, 0, 0),

~P10 = (0, εµ∂2
t − ∂2

x − ∂2
y − ∂2

z , 0, 0, 0, 0),

~P11 = (ε∂z∂t, 0, 0, ∂y∂x, ∂
2
y + ∂2

z , 0),

~P12 = (∂z∂x, ∂z∂y, εµ∂
2
t − ∂2

x − ∂2
y , 0, 0, 0),

~P13 = (0, ε∂z∂t,−ε∂y∂t,−∂2
x − ∂2

y − ∂2
z , 0, 0)

となる. (各 ~Pi は定数係数, すなわち C[∂]6 の元であるから, 実際にはこれは, 多項式環上
の加群のグレブナ基底アルゴリズム (アルゴリズム 1.2.17)で計算できる. 上の定理から,
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特性多様体 V は

V = {(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ(~P9)1(τ, ξ, η, ζ) = 0}
∪{(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ(~P10)2 = 0}
∪{(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ(~P1)3 = σ(~P12)3 = 0}
∪{(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ(~P3)4 = σ(~P13)4 = 0}
∪{(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ(~P4)5 = σ(~P8)5 = σ(~P11)5 = 0}
∪{(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ(~P2)6 = σ(~P5)6 = σ(~P6)6 = σ(~P7)6 = 0}

= {εµτ 2 − ξ2 − η2 − ζ2 = 0} ∪ {εµτ 2 − ξ2 − η2 − ζ2 = 0}
∪{ζ = εµτ 2 − ξ2 − η2 = 0} ∪ {τ = ξ2 + η2 + ζ2 = 0}
∪{τ = ξ = η2 + ζ2 = 0} ∪ {τ = ξ = η = ζ = 0}

= {(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | εµτ 2 − ξ2 − η2 − ζ2 = 0}

となる (t, x, y, z の双対変数を τ, ξ, η, ζ とおいた). これは, 電磁波が速度 1/
√
εµ で伝播す

ることを意味する.

例 5.2.3. 変数は上の例と同じとして, 変位 ~u = (ux, uy, uz) を未知関数として, 等方弾性
体における波動方程式

ρ∂t
2ux = (λ+ µ)∂xdiv ~u+ µ∆ux,

ρ∂t
2uy = (λ+ µ)∂ydiv ~u+ µ∆uy,

ρ∂t
2uz = (λ+ µ)∂zdiv ~u+ µ∆uz

を考えよう. ここで, ρ, λ, µ は正の定数 (ρ は密度を表わし, λ, µ は Lamé 係数と呼ばれる)

で,

div ~u := ∂xux + ∂yuy + ∂zuz, ∆ := ∂x
2 + ∂y

2 + ∂z
2

である. これを定理 5.2.1の形に書けば

~P1 := (ρ∂t
2 − (λ+ 2µ)∂x

2 − µ∂y2 − µ∂z2, −(λ+ µ)∂x∂y, −(λ+ µ)∂x∂z),

~P2 := (−(λ+ µ)∂x∂y, ρ∂t
2 − (λ+ 2µ)∂y

2 − µ∂x2 − µ∂z2, −(λ+ µ)∂y∂z),

~P3 := (−(λ+ µ)∂x∂z, −(λ+ µ)∂y∂z, ρ∂t
2 − (λ+ 2µ)∂z

2 − µ∂x2 − µ∂y2)

となる. ここで λ/ρ と µ/ρ を改めて λ, µ とおけば ρ = 1 としても一般性を失わない．例
5.2.2 と同じ順序でのグレブナ基底は G = { ~Qi | i = 1, . . . , 7} である. ただし

~Q1 = (−λ∂x∂z − µ∂x∂z,−λ∂y∂z − µ∂y∂z,−µ∂2
x − µ∂2

y − λ∂2
z − 2µ∂2

z + ∂2
t ),

~Q2 = (−λ∂x∂y − µ∂x∂y,−µ∂2
x − λ∂2

y − 2µ∂2
y − µ∂2

z + ∂2
t ,−λ∂y∂z − µ∂y∂z),

~Q3 = (−λ∂2
x − 2µ∂2

x − µ∂2
y − µ∂2

z + ∂2
t ,−λ∂x∂y − µ∂x∂y,−λ∂x∂z − µ∂x∂z),

~Q4 = (λµ∂3
x + 2µ2∂3

x + λµ∂x∂
2
y + 2µ2∂x∂

2
y − λ2∂x∂

2
z − 2λµ∂x∂

2
z − µ∂2

t ∂x,

λµ∂2
x∂y + 2µ2∂2

x∂y + λµ∂3
y + 2µ2∂3

y − λ2∂y∂
2
z − 2λµ∂y∂

2
z − µ∂2

t ∂y,

−λ2∂3
zλ

2 − 3λµ∂3
z − 2µ2∂3

z + λ∂2
t ∂z + µ∂2

t ∂z),
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~Q5 = (µ∂2
x∂y + µ∂3

y + µ∂y∂
2
z − ∂2

t ∂y,−µ∂3
x − µ∂x∂2

y − µ∂x∂2
z + ∂2

t ∂x, 0),

~Q6 = (−λµ∂3
x∂y − 2µ2∂3

x∂y − λµ∂x∂3
y − 2µ2∂x∂

3
y − λµ∂x∂y∂2

z − 2µ2∂x∂y∂
2
z + λ∂2

t ∂x∂y

+2µ∂2
t ∂x∂y, −λµ∂2

x∂
2
y − 2µ2∂2

x∂
2
y − λµ∂2

x∂
2
z − 2µ2∂2

x∂
2
z + µ∂2

t ∂
2
x − λµ∂4

y − 2µ2∂4
y

−2λµ∂2
y∂

2
z − 4µ2∂2

y∂
2
z + λ∂2

t ∂
2
y + 3µ∂2

t ∂
2
y − µλ∂4

z − 2µ2∂4
z + λ∂2

t ∂
2
z + 3µ∂2

t ∂
2
z − ∂4

t , 0),

~Q7 = (λµ∂4
x + 2µ2∂4

x + 2λµ∂2
x∂

2
y + 4µ2∂2

x∂
2
y + 2λµ∂2

x∂
2
z + 4µ2∂2

x∂
2
z − λ∂2

t ∂
2
x

−3µ∂2
t ∂

2
x + λµ∂4

y + 2µ2∂4
y + 2λµ∂2

y∂
2
z + 4µ2∂2

y∂
2
z − λ∂2

t ∂
2
y − 3µ∂2

t ∂
2
y

+λµ∂4
z + 2µ2∂4

z − λ∂2
t ∂

2
z − 3µ∂2

t ∂
2
z + ∂4

t , 0, 0)

である. ~Qi (i = 1, . . . , 7) の leading point はそれぞれ 3, 3, 3, 3, 2, 2, 1 であるから, 特性多
様体 V は

V = {(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ( ~Q7)1(τ, ξ, η, ζ) = 0}
∪{(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ( ~Q5)2 = σ( ~Q6)2 = 0}
∪{(t, x, y, z, τ, ξ, η, ζ) | σ( ~Q1)3 = σ( ~Q2)3 = σ( ~Q3)3 = σ( ~Q4)3 = 0}

= {(τ 2 − µ(ξ2 + η2 + ζ2))(τ 2 − (λ+ 2µ)(ξ2 + η2 + ζ2)) = 0}
∪{(τ 2 − µξ2 − µη2 − µζ2)(τ 2 − (λ+ 2µ)η2 − (λ+ 2µ)ζ2)

= ξ(τ 2 − µξ2 − µη2 − µζ2) = 0}
∪{τ 2 − µξ2 − µη2 − (λ+ 2µ)ζ2 = ηζ = ξζ = ζ(τ 2 − (λ+ 2µ)ζ2) = 0}

= {(τ 2 − µ(ξ2 + η2 + ζ2))(τ 2 − (λ+ 2µ)(ξ2 + η2 + ζ2)) = 0}

となる. これは, 変位が速度
√
µ/ρ 及び

√
(λ+ 2µ)/ρ で伝わることを意味する.

5.3 ホロノミー系の特異点とランク
ここでは, 特に代数的線型偏微分方程式系がホロノミー系の場合を扱う. M を代数的
線型偏微分方程式系とすると, 定理 5.2.1によって, 特性多様体 Char(M) は T ∗Cn = C2n

の代数的集合である. 3.6節で定義したように,

π : T ∗Cn 3 (x, ξ) 7−→ x ∈ Cn

とすると,M の特異点集合 (singular locus) Sing(M) は

Sing(M) := π({(x, ξ) ∈ Char(M) | ξ 6= 0})

で与えられる. 以下では, f ∈ C[x, ξ] の変数 ξi に 1 を代入した結果を subst(f, ξi, 1) で表
わすことにする.

命題 5.3.1. 一般に I を C[x, ξ] の ξ に関する斉次イデアル (すなわち ξ について斉次な
多項式で生成されるイデアル)とし,

V := {(x, ξ) ∈ C2n | ξ 6= 0, f(x, ξ) = 0 for any f ∈ I}
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とおく. 各 i = 1, . . . , n に対して, C[x] のイデアル Ji を

Ji := {f(x) ∈ C[x] | f(x)ξi
k ∈ I for some k ∈ N}

で定義すると,

π(V ) =
n∪
i=1

{x ∈ Cn | f(x) = 0 for any f ∈ Ji}

が成立する.

証明: i = 1, . . . , n に対して

Vi := {(x, ξ) ∈ V | ξi = 1}

とおくと, V は ξ について斉次だから π(V ) =
∪n
i=1 π(Vi) である. 一方, I の元に ξi = 1

を代入したものの全体 Ii は, 2n− 1 変数多項式環

Ri := C[x, ξ1, . . . , ξi−1, ξi+1, . . . , ξn]

のイデアルであって, Ji = Ii ∩C[x] が成立する. 実際, Ji ⊂ Ii ∩C[x] は明らかであるか
ら, f(x) ∈ Ii ∩C[x] とすると, ある g(x, ξ) ∈ I が存在して f = subst(g, ξi, 1) が成り立つ.

g を ξ に関する斉次成分に分解して

g(x, ξ) =
m∑
k=0

gk(x, ξ) (gk は ξ について k 次斉次)

と書くと, I が ξ について斉次イデアルであることから, 各斉次成分 gk は I に属する.

従って,

gh(x, ξ) :=
m∑
k=0

ξi
m−kgk(x, ξ)

は I の元で ξ について m 次斉次である. そこで

h(x, ξ) := f(x)ξi
m − gh(x, ξ)

とおくと, h は ξ について斉次で, ξi = 1 を代入すると 0 となるから,

h(x, ξ) = q(x, ξ)(ξi − 1)

を満たす q(x, ξ) ∈ C[x, ξ] が存在する. q(x, ξ) を ξ に関する斉次成分に分解すれば, h の
斉次性から q = h = 0 でなければならないことがわかる. 従って f(x)ξi

m = gh ∈ I, すな
わち f ∈ Ji である. このことと定義から

Wi := {x ∈ Cn | f(x) = 0 for any f ∈ Ji}
= {x ∈ Cn | f(x) = 0 for any f ∈ Ii ∩C[x]}
⊃ π(Vi)

は明らかであるが, 更に消去法 (終結式)の理論を用いると, Wi は π(Vi) のZariski closure,

すなわち π(Vi) を含む最小の代数的集合であることがわかる ([CLO] 参照). 従って W :=∪n
i=1Wi は π(V ) =

∪n
i=1 π(Vi)のZariski closureである. 一方,斉次性から V は Cn×Pn−1

の代数的集合とみなせる (Pn−1 は n− 1 次元複素射影空間)から, π(V ) はCn の代数的集
合である (例えば [Mum] 参照). 従って W = π(V ) が成立する. 2

N2n の全順序 ≺W は前節と同様とする.
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命題 5.3.2. 命題 5.3.1と同じ仮定のもとで, {f1, . . . , fm} を I の生成元の集合であって,

各 fi は ξ について斉次であるものとする. 各 i について, Gi を

{subst(f1, ξi, 1), . . . , subst(fm, ξi, 1)}

が C[x, ξ] で生成するイデアルの順序 ≺W に関するグレブナ基底とすると,

π(V ) =
n∪
i=1

{x ∈ Cn | f(x) = 0 for any f ∈ Gi ∩C[x]}

である.

証明: 命題 5.3.1 の記号で, Ji が Gi ∩C[x] の生成する C[x] のイデアルであることを示
せばよい. Ii を命題 5.3.1の証明中で定義されたものとすると, Gi は 2n− 1 変数多項式環
Ri において, ≺W から誘導される順序に関する Ii のグレブナ基底であると言ってもよい.

Gi = {f1(x), . . . , f`(x), f`+1(x, ξ), . . . , fs(x, ξ)}

かつ f`+1, . . . , fs は ξ について 1次以上とする. f(x) ∈ Ji とすると f ∈ Ii だから
f =

∑s
k=1 qkfk かつ, (qk 6= 0 ならば) lexp(qkfk) �W lexp(f) なる q1, . . . , qs ∈ C[x, ξ] が

存在する. このことと ≺W の定義から, qkfk は ξ について 0 次でなければならないから,

k > ` のとき qk = 0 でなければならない. これで, Ji は Gi ∩C[x] の生成する C[x] のイ
デアルであることが示された. 2

以上の２つの命題と定理 5.2.1を合せれば, 特異点集合を計算するアルゴリズムが得ら
れる:

定理 5.3.3. Pij ∈ An として, 線型偏微分方程式系

M :
r∑
j=1

Pijuj = 0 (i = 1, . . . , s)

を考える. ~Pi := (Pi1, . . . , Pir) ∈ (An)
r とおいて, G を (An)

r の左部分 An-加群 N :=

An ~P1 + · · ·+An ~Ps のW-順序に関するグレブナ基底として, ν = 1, . . . , r に対して Gν :=

{σ(~P )ν ∈ G | lp(~P ) = ν} とおく. 更に Gν の各元に ξi = 1 を代入した多項式の生成す
る C[x, ξ] のイデアルの順序 ≺W に関するグレブナ基底を Gνi とおく. このときM の
singular locus (特異点集合) Sing(M) は

Sing(M) =
r∪

ν=1

n∪
i=1

{x ∈ Cn | f(x) = 0 for any f ∈ Gνi ∩C[x]}

で与えられる. 特に, Sing(M) 6= Cnであるための条件は,すべての ν, iについて, Gνi∩C[x]

が空集合でないことである.

証明:

Vν := {(x, ξ) | f(x, ξ) = 0 for any f ∈ Gν}
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とおくと, 定理 5.2.1によって

V := Char(M) =
r∪

ν=1

Vν

である. 一方, 命題 5.3.2から

π(Vν) =
n∪
i=1

{x ∈ Cn | f(x) = 0 for any f ∈ Gνi ∩C[x]}

であるから, 定理の結論を得る. 2

次にM のランク (cf. 4.6節)を計算するアルゴリズムを与えよう. M は Cn \Sing(M)

上でホロノミー系であることに注意する.

定理 5.3.4. M は定理 5.3.3と同様とする. N2n の項順序 ≺W を命題 4.3.4で定義された
ものとして, ~P1, . . . , ~Ps の生成する (An)

r の左部分 An-加群の順序 ≺W に関するグレブナ
基底を G として

m := ](Nn × {1, . . . , r} \mono($(EW (G))))

とおく. ただし
$ : N2n × {1, . . . , r} −→ Nn × {1, . . . , r}

は $(α, β, ν) = (β, ν) で定義され, ] は集合の元の個数を表わす. このときもし m が有限
ならば, M は Cn \ Sing(M) においてホロノミー系であって, そのランク, すなわち, そ
こでのM の正則解の次元は m に等しい.

証明: ≺R を 4.3節で定義された Nn × {1, . . . , r} の項順序とする.

U := {x ∈ Cn | lcoefR(~P )(x) 6= 0 for any ~P ∈ G}

とおくと, 各 ~P ∈ G に対して lcoefR(~P ) は x の多項式だから, U は Cn の空でない開集
合である. 任意の p ∈ U に対してM の p における茎Mp は, Op-加群としては, (Op)m

と同型であることを示そう.

平行移動することによって, p = 0 としても一般性を失わない. G が (An)
r における

≺W に関するグレブナ基底であることから, 命題 4.3.4, 4.3.5, 4.3.6 によって, G は左 D0-

加群
N0 := D0

~P1 + · · ·+D0
~Ps ⊂ (D0)

r

の順序 ≺D (4.2節を参照)に関するグレブナ基底であることがわかる. 仮定から, すべて
の ~P ∈ G に対して lexpR(~P )(0) 6= 0 だから, ある Nn × {1, . . . , r} のモノイデアル E0 が
存在して,

ED(N ) = $−1(E0)

となっている. 更に
S0 := Nn × {1, . . . , r} \ E0
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とおけば, m = ]S0 である. さて, r 次元単位ベクトルのM の茎M0 = (D0)
r/N0 におけ

る剰余類を u1, . . . , ur として, O0-準同型 ψ を

(O0)
m 3 (fαi)(α,i)∈S0 7−→ ψ((fαi)) :=

∑
(α,i)∈S0

fαi(x)∂
αui ∈M0

で定義しよう. 任意のM0 の元 v は, 適当な Q1, . . . , Qr ∈ D0 によって

v = Q1u1 + · · ·+Qrur

と書けるが, G = {~P1, . . . , ~Ps} とおけば, 定理 4.2.10(割算定理)によって

(Q1, . . . , Qr) = U1
~P1 + · · ·+ Us ~Ps + (R1, . . . , Rr)

かつ exps(Ri) ⊂ $−1(S0) をみたす U1, . . . , Us, R1, . . . , Rr ∈ D0 が存在する. このとき

v = R1u1 + · · ·+Rrur

で, 条件から適当な fαi ∈ O0 によって

(R1, . . . , Rr) =
∑

(α,i)∈S0

fαi(x)∂
α~ei

と書けるから, ψ は全射である. また. ψ((fαi)) = 0 とすると, 定義から

~P :=
∑

(α,i)∈S0

fαi(x)∂
α~ei ∈ N0

であるが, 一方 lexpD(~P ) 6∈ $−1(E0) = ED(N ) であるから, ~P = 0 でなければならない.

以上によって ψ は同型であるから, O0-加群として,M0 は (O)m に同型である.

さて Y := {0} とおくと, 接方程式系の茎 (MY )0 = M0/x1M0 + · · · + xnM0 は M0

の O0-加群としての構造だけから定まるから

(MY )0 ' (O0/x1O0 + · · ·+ xnO0)
m = Cm

を得る. これと 3章の結果から,M の 0 の近傍での正則関数解の全体は

Hom D(M,O)0 ' HomC(MY ,C) = Cm

となる. また, m が有限であることから, 各 ν = 1, . . . , r と i = 1, . . . , n に対して,

lexpD(~P ) = (0;
(1)

0 , . . . ,
(ν)

k(ν, i), . . . ,
(n)

0 ; i) なる ~P ∈ G と k(ν, i) ∈ N が存在するから, 0 の
近傍では Char(M) = {(x, ξ) | ξ = 0} となる. 以上のことからM は U においてホロノ
ミー系であって, ランクは m であることがわかった. 特に U ⊂ Cn \ Sing(M) である. 2

例題として, Appell の 2変数超幾何関数のみたす偏微分方程式系を考え, その特性多様
体, 特異点集合, ランクを計算しよう. 計算には Risa/Asir 上で下山武司氏が主に作成し
た Weyl 代数用グレブナ基底プログラムを用いた.
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以下では n = 2 として x1, x2 のかわりに x, y を変数として, ∂1, ∂2 のかわりに ∂x, ∂y と
書く. まず, Appell の 2変数超幾何級数 F1, . . . , F4 の満たす方程式系 M1, . . . ,M4 は u

を未知関数として,

Mi : Pi1u = Pi2u = 0 (i = 1, . . . , 4)

で定義される. ここで Pij は α, α′, . . . を複素数の定数として, 次で定義される Weyl 代数
A2 の元である:

P11 := x(1− x)∂2
x + y(1− x)∂x∂y + {γ − (α + β + 1)x}∂x − βy∂y − αβ,

P12 := y(1− y)∂2
y + x(1− y)∂x∂y + {γ − (α + β′ + 1)y}∂y − β′x∂x − αβ′,

P21 := x(1− x)∂2
x − xy∂x∂y + {γ − (α + β + 1)x}∂x − βy∂y − αβ,

P22 := y(1− y)∂2
y − xy∂x∂y + {γ′ − (α + β′ + 1)y}∂y − β′x∂x − αβ′,

P31 := x(1− x)∂2
x + y∂x∂y + {γ − (α + β + 1)x}∂x − αβ,

P32 := y(1− y)∂2
y + x∂x∂y + {γ − (α′ + β′ + 1)y}∂y − α′β′,

P41 := x(1− x)∂2
x − 2xy∂x∂y − y2∂2

y + {γ − (α + β + 1)x}∂x
−(α + β + 1)y∂y − αβ,

P42 := y(1− y)∂2
y − 2xy∂x∂y − x2∂2

x + {γ′ − (α + β + 1)y}∂y
−(α + β + 1)x∂x − αβ.

N4 の項順序 ≺W を命題 4.3.4で定義されたものとする.

(1)M1:

I1 := P11A2 + P12A2 の順序 ≺W に関する (極小)グレブナ基底は

G = {P11, P13, P14, P15},

ただし,

P13 := y(y − 1)(x− y)∂2
y + β′x(x− 1)∂x

+(((α− β + β′ + 1)y + β − γ)x+ (−α− β′ − 1)y2 + γy)∂y + αβ′(x− y),
P14 := (x− y)∂y∂x − β′∂x + β∂y,

P15 := (x− y2)∂y∂x − (y − 1)y∂2
y + β′(−x− y)∂x

+((−α + β − β′ − 1)y + γ)∂y − aβ′

である. ただし α− γ + 1 6= 0 とする. 命題 5.3.2の記号で

G1 ∩C[x, y] = {x(x− 1)(x− y)},
G2 ∩C[x, y] = {y(y − 1)(x− y)}

であるから, 特異点集合は

Sing(M1) = {(x, y) ∈ C2 | xy(x− 1)(y − 1)(x− y) = 0}
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である. また,

EW (G) = {(2, 0, 2, 0), (1, 2, 0, 2), (1, 0, 1, 1), (0, 2, 1, 1)}

より,M1 のランクは

m = ](N2 \mono({(2, 0), (1, 1), (0, 2)})) = 3

である. 特性多様体は

Char(M1) = {σ(P11) = σ(P13) = σ(P14) = σ(P15) = 0}
= {(x, y, ξ, η) | x = y = 0} ∪ {x− 1 = y − 1 = 0}
∪{x = η = 0} ∪ {x− 1 = η = 0} ∪ {y = ξ = 0}
∪{y − 1 = ξ = 0} ∪ {x− y = ξ + η = 0} ∪ {ξ = η = 0}

となるから, 特にM1 は C2 全体でホロノミー系であることもわかる.

(2)M2: I2 := P21A2 + P22A2 の順序 ≺W に関する (極小)グレブナ基底は

G = {P21, P22, P23, P24},

ただし,

P23 := y(y − 1)(−x− y + 1)∂y
3 + x2β′(−x+ 1)∂x

2

+x(((β − β′)y − β′ + γ′ − 1)x+ (α− γ + 1)y + β′ − γ′ + 1)∂y∂x

+((βy2 + (−α− β′ − 3)y + γ′ + 1)x+ (−α− β′ − 3)y2

+(α + β′ + γ′ + 4)y − γ′ − 1)∂y
2

+xβ′(α + 1)(−x+ 1)∂x + (α + 1)((βy − β′ − 1)x+ (−β′ − 1)y + β′ + 1)∂y,

P24 := (y − 1)y∂y
2∂x − (y − 1)y∂y

3 + xβ′(−x+ 1)∂x
2

+(((β − β′)y − β′ + γ′ − 1)x+ (α + β′ − γ + 2)y − γ′)∂y∂x
+(βy2 + (−α− β′ − 3)y + γ′ + 1)∂y

2 + β′(α + 1)(−x+ 1)∂x

+(α + 1)(βy − β′ − 1)∂y

である. 命題 5.3.2の記号で

G1 ∩C[x, y] = {x(x− 1)(x+ y − 1)},
G2 ∩C[x, y] = {y(y − 1)(x+ y − 1)}

であるから, 特異点集合は

Sing(M2) = {(x, y) ∈ C2 | xy(x− 1)(y − 1)(x+ y − 1) = 0}

である. また,

EW (G) = {(2, 0, 2, 0), (1, 1, 1, 1), (1, 2, 0, 3), (0, 2, 1, 2)}
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より,M2 のランクは 4 である. 特性多様体は

Char(M2) = {σ(P21) = σ(P22) = σ(P23) = σ(P24) = 0}
= {(x, y, ξ, η) | x = y = 0} ∪ {x− 1 = y = 0} ∪ {x = y − 1 = 0}
∪{x = η = 0} ∪ {x− 1 = η = 0} ∪ {y = ξ = 0}
∪{y − 1 = ξ = 0} ∪ {x+ y − 1 = ξ − η = 0} ∪ {ξ = η = 0}

となるから, 特にM2 は C2 全体でホロノミー系である.

(3)M3: I3 := P31A2 + P32A2 の順序 ≺W に関する (極小)グレブナ基底は

G = {P31, P32, P33, P34},

ただし,

P33 := y2(y − 1)((y − 1)x− y)∂y3

+x(((α′ + β′ + 1)y + α+ β − γ)x+ (−α′ − β′ − 1)y)∂y∂x

+y((−α′ − β′ − 3)y + γ + 1)((−y + 1)x+ y)∂y
2

+xα′β′(x− 1)∂x

+((((β′ + 1)α′ + β′ + 1)y2 + ((−β′ − 1)α′ − β′ − 1)y + βα)x

+((−β′ − 1)α′ − β′ − 1)y2)∂y,

P34 := y2∂y
2∂x − (y − 1)2y2∂y

3

+(((−α′ − β′ − 1)y − α− β + γ)x+ (α′ + β′ + 1)y)∂y∂x

+y(y − 1)((−α′ − β′ − 3)y + γ + 1)∂y
2

+α′β′(−x+ 1)∂x

+(((−β′ − 1)α′ − β′ − 1)y2 + ((β′ + 1)α′ + β′ + 1)y − βα)∂y

である. 命題 5.3.2の記号で

G1 ∩C[x, y] = {x2(x− 1)(xy − x− y)},
G2 ∩C[x, y] = {y2(y − 1)(xy − x− y)}

であるから, 特異点集合は

Sing(M3) = {(x, y) ∈ C2 | xy(x− 1)(y − 1)(xy − x− y) = 0}

である. また,

EW (G) = {(2, 0, 2, 0), (1, 0, 1, 1), (1, 4, 0, 3), (0, 2, 1, 2)}

より,M3 のランクは 4 である. 特性多様体は

Char(M3) = {σ(P31) = σ(P32) = σ(P33) = σ(P34) = 0}
= {(x, y, ξ, η) | x = y = 0} ∪ {x− 1 = η = 0}
∪{x− 1 = η = 0} ∪ {x = η = 0} ∪ {y = ξ = 0}
∪{xy − x− y = ξ − (y − 1)2η = 0} ∪ {ξ = η = 0}
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となるから, 特にM3 は C2 全体でホロノミー系である.

(4)M4: I4 := P41A2 + P42A2 の順序 ≺W に関する (極小)グレブナ基底は

G = {P43, P44, P45, P46},

ただし,

P43 := −2xy∂y∂x + y(−x− y + 1)∂y
2

+x(−α− β + γ − 1)∂x + (−γ′x+ (−α− β − 1)y + γ′)∂y − αβ,
P44 := x∂x

2 − y∂y2 + γ∂x − γ′∂y,
P45 := y(x2 + (−2y − 2)x+ y2 − 2y + 1)∂y

3

+2x2(−α− β + γ − 1)∂x
2

+x((α+ β − γ − 2γ′ + 3)x+ (−α− β + 3γ − 3)y − α− β + γ + 2γ′ − 3)∂y∂x

+((γ′ + 1)x2 + ((α + β − 3γ′ − 2)y − 2γ′ − 2)x+ (α + β + 3)y2

+(−α− β − γ′ − 4)y + γ′ + 1)∂y
2

+2x((−β − 1)α− β + γ − 1)∂x

+(((β + 1)α + β − 2γ′ + 1)x+ ((β + 1)α + β + 1)y + (−β − 1)α− β − 1)∂y,

P46 := −2(y − 1)y∂y
2∂x + y(x− 3y − 1)∂y

3

+2x(−α− β + γ − 1)∂x
2

+((α + β − γ − 2γ′ + 3)x+ (−2α− 2β + 4γ − 6)y + 2γ′)∂y∂x

+((γ′ + 1)x+ (α + β − 4γ′ − 3)y − γ′ − 1)∂y
2

+2((−β − 1)α− β + γ − 1)∂x + ((β + 1)α + β − 2γ′ + 1)∂y

である. 命題 5.3.2の記号で

G1 ∩C[x, y] = {x(x2 − 2xy + y2 − 2x− 2y + 1)},
G2 ∩C[x, y] = {y(x2 − 2xy + y2 − 2x− 2y + 1)}

であるから, 特異点集合は

Sing(M4) = {(x, y) ∈ C2 | xy(x2 − 2xy + y2 − 2x− 2y + 1) = 0}

である. また,

EW (G) = {(1, 1, 1, 1), (1, 0, 2, 0), (2, 1, 0, 3), (0, 2, 1, 2)}

より,M4 のランクは 4 である. 特性多様体は

Char(M4) = {σ(P43) = σ(P44) = σ(P45) = σ(P46) = 0}
= {(x, y, ξ, η) | x = y = 0} ∪ {x = η = 0}
∪{y = ξ = 0} ∪ {ξ = η = 0}
∪{x2 − 2xy + y2 − 2x− 2y + 1 = −2xξ + (−x− y + 1)η =

(2y − 2)ξ + (−x+ 3y + 1)η = 0}
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となるから, 特にM4 は C2 全体でホロノミー系である.

3変数の場合の例として, Lauricellaの超幾何級数 FD の満たす線型偏微分方程式系MD

を考えよう. これは
MD : P1u = P2u = P3u = 0

で定義される. ただし x1 = x, x2 = y, x3 = z と書くと,

P1 := x(1− x)∂x2 + y(1− x)∂y∂x + z(1− x)∂z∂x
+(γ − (α+ β1 + 1)x)∂x − β1y∂y − β1z∂z − αβ1,

P2 = x(1− y)∂y∂x + y(1− y)∂y2 + z(1− y)∂z∂y
−β2x∂x(γ − (α + β2 + 1)y)∂y − β2z∂z − αβ2,

P3 := x(1− z)∂z∂x + y(1− z)∂z∂y + z(1− z)∂z2

−β3x∂x − β3y∂y + (γ − (α + β3 + 1)z)∂z − αβ3

である (α, β1, . . . は複素数の定数). α− γ+ 1 6= 0 のとき I := P1A3 +P2A3 +P3A3 のW-

順序に関する極小グレブナ基底 G は 9 個の元からなり,

EW (G) = {(1, 1, 2, 0, 0, 2), (0, 1, 0, 0, 1, 1), (1, 0, 2, 0, 1, 1), (1, 2, 0, 0, 2, 0),

(1, 0, 0, 1, 0, 1), (0, 0, 2, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1, 1, 0), (0, 2, 0, 1, 1, 0),

(2, 0, 0, 2, 0, 0)}

であるから,MD のランクは 4 である. また命題 5.3.2の記号で

G1 ∩C[x, y, z] = {x(x− 1)(−x+ z)(−x+ y)},
G2 ∩C[x, y, z] = {y(y − 1)(−y + z)(x− y)},
G3 ∩C[x, y, z] = {z(z − 1)(−y + z)(x− z)}

であるから, 特異点集合は

Sing(MD) = {(x, y, x) ∈ C3 | xyz(x− 1)(y − 1)(z − 1)(x− y)(y − z)(z − x) = 0}

である.

問題 1. α, β を複素数の定数として C2 における偏微分方程式系

(x∂x − α)u = (y∂y − β)u = ∂2
yu = 0

のランク, 特性多様体, singular locus を計算せよ (必要なら α, β の値によって場合分けを
行なえ).
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第6章 フックス型偏微分方程式系に対す
るアルゴリズム

6.1 フックス型偏微分方程式系
この章では (t, x) = (t, x1, . . . , xn)を (n+1)-次元複素ユークリッド空間 Cn+1 (n ≥ 1)の
座標として, X をCn+1の領域とする (X は原点 0を含むと仮定しておく). ∂i = ∂/∂xiとし
て, ∂t = ∂/∂t, ∂x = (∂1, . . . , ∂n) と書こう. 多重指数 α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈
Nn に対して, これまでと同様に xα = xα1

1 . . . xαn
n , ∂βx = ∂β1

1 . . . ∂βn
n と書く.

6.1.1 D0 の filtration とフックス型作用素
D を X 上の (n + 1 変数の)解析的微分作用素の環の層とする. 3章で定義したように
D0 は D の 0 ∈ X における茎を表わす. Y = {(t, x) ∈ X | t = 0} とおこう. なお, 以下の
議論は D0 のかわりに p ∈ Y における茎 Dp に対しても同様に適用できることを注意し
ておく.

D0 の元 P は

P =
∑

ν≥0,β∈Nn

aν,β(t, x)∂
ν
t ∂

β
x =

∑
ν,µ≥0,β,α∈Nn

aµ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x , (1.1)

と書ける. ここで ν と β については有限和である. さて整数 m に対して, D0 の C-部分
空間 Fm を

Fm :=

P =
∑

µ,ν,α,β

aµ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x ∈ D0

∣∣∣∣∣∣ aµ,ν,α,β = 0 if ν − µ > m

 .
で定義する. {Fm}m∈Z は

. . .F−2 ⊂ F−1 ⊂ F0 ⊂ F1 ⊂ F2 . . . ,
∪
m∈Z

Fm = D0, FmF` ⊂ Fm+`

を満たす D0 の filtration である. P ∈ D0 \ {0} に対して P の F-階数 (F-order) ordF (P )

を, P ∈ Fm を満たす最小の m と定義する. (1.1) の形の P の F-階数が m のとき,

σ̂(P ) = σ̂m(P ) :=
∑

ν−µ=m

aµ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x ∈ D0

とおき, P の 形式シンボル (formal symbol) と呼ぶ. (P = 0 のときは σ̂(P ) = 0 とおく.)

一般に σ̂(Q)σ̂(P ) 6= σ̂(P )σ̂(Q) であるが, σ̂(PQ) = σ̂(P )σ̂(Q) が任意の P,Q ∈ D0 に対
して成り立つことは容易に示せる.
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上記の filtrationは柏原 ([Kash3])によって導入され, 形式シンボルはLaurent-Schapira

([LS]) によって定義された.

次の定義は, 本質的には Baouendi-Goulaouic ([BG]) によるものである:

定義 6.1.1. (フックス型作用素) P ∈ D0 が Y = {t = 0} に沿って 0 ∈ Y でフックス型
とは, P が次の条件 (FC1) と (FC2) を満たすことである:

(FC1) 非負整数 k,m と x の正則関数 aj(x) で,

σ̂(P ) =
min{k,m}∑

j=0

aj(x)t
k−j∂m−j

t

かつ a0(0) 6= 0 を満たすものが存在する;

(FC2) ord(σ̂(P )) = ord(P ).

定義 6.1.2. P ∈ D0 が Y に沿って (0 で) 形式的にフックス型 (formally Fuchsian) とは
P が上の条件 (FC1) を満たすこと.

形式的フックス型作用素の概念は [LS] で導入されているが, そこでは Y に沿って楕円
型と呼ばれている.

ここでは Y を X の複素超平面としたが, X の複素超曲面 Y に対しても以上の概念は
定義できる (ただし Y は特異点を持たないとする). 実際, 局所的な複素解析的座標変換
によって Y = {t = 0} とすることができ, (形式的)フックス型作用素の定義は, そのとき
の座標変換の選び方によらないことも容易に確かめられる. 以下の定義に関しても同様で
ある.

6.1.2 フックス型偏微分方程式系
この章では 1個の未知関数 u に対する線型偏微分方程式系

M : P1u = . . . = Psu = 0

を考察する. ここで P1, . . . , Ps ∈ D(X) とする. 3章で説明したように M は I =

DP1 + · · ·+DPs として, 連接 D-加群 D/I とみなされる.

定義 6.1.3. (フックス型偏微分方程式系) 上記の仮定と記号のもとでM が Y に沿って
(p ∈ Y で) フックス型とは, Ip の元 P で Y に沿ってフックス型であるようなものが存
在すること. また,M が Y に沿って (p で) 形式的にフックス型とは, Y に沿って形式的
にフックス型であるような P ∈ Ip が存在すること.

特に, 単独方程式M : Pu = 0 がフックス型であるための必要十分条件は, P がフック
ス型作用素であることである. これは次の補題から直ちにわかる:

補題 6.1.4. P,Q ∈ D0 とする. PQ が 0 で Y に沿ってフックス型であるための必要十分
条件は P,Q が共に Y に沿ってフックス型であることである.
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証明: σ̂(PQ) = σ̂(P )σ̂(Q) だから, PQ が形式的にフックス型であることと P,Q が形式
的にフックス型であることは同値である. また,

ord(σ̂(PQ)) = ord(σ̂(P )) + ord(σ̂(Q)) ≤ ord(P ) + ord(Q) = ord(PQ)

であるから

ord(σ̂(PQ)) = ord(PQ) ⇐⇒ (ord(σ̂(P )) = ord(P ), ord(σ̂(Q)) = ord(Q))

であり, 補題の結論を得る. 2

6.1.3 フックス型方程式系の特性指数
D0 を filtration {Fm} に付随した graded ring, すなわち D0 :=

⊕
m∈ZFm/Fm−1 とす

る. D0 は非可換環である. 各整数 m に対して, 形式シンボルは準同型

σ̂ = σ̂m : Fm −→ Fm/Fm−1 ⊂ D0

を定義する. 次に D′
0 = C{x}〈∂x〉 を x に関する n 変数収束巾級数係数の微分作用素環,

τ と θ を不定元として, D′
0[θ] を D′

0 を係数環とする θ の多項式環とする. D0 から

D′
0[θ, τ, τ

−1] :=
⊕
m∈Z

D′
0[θ]τ

m

への 1対 1の環準同型 ψ を定義しよう. まず D′
0[θ, τ, τ

−1] に環構造を

(P (θ, x, ∂x)τ
j) · (Q(θ, x, ∂x)τ

k) := P (θ − k, x, ∂x)Q(θ, x, ∂x)τ
j+k

で定義する. Fm \ Fm−1 の元 P に対して, σ̂(P ) は

σ̂(P ) = t−mP̂ (t∂t, x, ∂x)

という形に一意的に書ける. このとき ψ(P ) := P̂ (θ, x, ∂x)τ
m と定義する. これによって

ψ : Fm/Fm−1 → D′
0[θ]τ

m

という加法群としての準同型が各整数 m について定まる. ψ はすべての m について 1対
1 で, m ≤ 0 のときは同型であることも容易にわかる.

補題 6.1.5. ψ : D0 → D′
0[θ, τ, τ

−1] は 1対 1の環準同型である.

さて上記のM は Y = {t = 0} に沿って 0 でフックス型としよう. D0 の左イデアル I0

を
I0 :=

⊕
m∈Z

σ̂m(I0 ∩ Fm)

で定義する. O′
0 = C{x} と書いて

O′
0[θ, τ, τ

−1] =
⊕
m∈Z

O′
0[θ]τ

m ⊂ D′
0[θ, τ, τ

−1]
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とおく. J を O′
0[θ, τ, τ

−1] の ψ(I0) ∩ O′
0[θ, τ, τ

−1] を含む最小の左イデアルとして

JY (M, 0) := J ∩ O′
0[θ]

とおく. JY (M, 0) は, 可換環 O′
0[θ] のイデアルである. 容易にわかるように J は

O′
0[θ, τ, τ

−1] 上 JY (M, 0) で生成される.

補題 6.1.6.

JY (M, 0) = {f(θ, x) ∈ O′
0[θ] | f(θ, x)τ−m ∈ ψ(I0) ∩ O′

0[θ]τ
−m (∃m ≥ 0)}.

p ∈ Y のとき, O′
p[θ] のイデアル JY (M, p) も同様に定義される.

定義 6.1.7. p を Y の点とするとき

eY (M, p) := {θ ∈ C | f(θ, p) = 0 (∀f ∈ JY (M, p))}

のことを, p におけるM の Y に沿っての特性指数の集合と呼ぶ.

定義 6.1.8. O′
p[θ] のイデアル J̃Y (M, p) を

J̃Y (M, p) := {f ∈ O′
p[θ] | af ∈ JY (M, p) (∃a ∈ O′

p \ {0})}

で定義して, p におけるM の Y に沿っての強特性指数の集合を

ẽY (M, p) := {θ ∈ C | f(θ, p) = 0 (∀f ∈ J̃Y (M, p))}

で定義する.

補題 6.1.9. M が 0 で Y に沿ってフックス型とすると, イデアル J̃Y (M, 0) は θ につい
てモニックなある多項式 f ∈ J̃Y (M, 0) で生成される.

証明: K′
0 を O′

0 の商体とする. O′
0 は一意分解整域である. L を J̃Y (M, 0) で生成される

K′
0[θ] のイデアルとすると

L = {cf | f ∈ J̃Y (M, 0), c ∈ K′
0}

が成り立つ. f を J̃Y (M, 0)の元のうちで θ に関する次数が最小の原始多項式とすると, L
は f で生成される. Mは Y に沿ってフックス型だから, モニックな多項式 g ∈ JY (M, 0)

が存在する. すると K′
0[θ] において f は g を割りきる. Gauss の補題によって, f は g を

O′
0[θ] で割りきり, かつ f は θ についてモニックであることがわかる. h を J̃Y (M, 0) の
元とすると, f は K′

0[θ] において h を割りきるから, O′
0[θ] においても割りきる. 2

特に単独のフックス型方程式M : Pu = 0 の特性指数は, θ についての代数方程式 (決
定方程式 (indicial equation)という) ψ(σ̂(P )) = 0 の根であり, 強特性指数の集合と特性指
数の集合は一致する.
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例 6.1.10. n = 1, x = x1 として, 方程式系

M : (t∂t − a)(t∂t − b)u = x(t∂t − a)u = 0

を考えよう. (ここで a, b ∈ C は相異なる定数とする.) このとき

JY (M, 0) = O′
0[θ](θ − a)(θ − b) +O′

0[θ]x(θ − a),
J̃Y (M, 0) = O′

0[θ](θ − a)

となるので
eY (M, 0) = {a, b}, ẽY (M, 0) = {a}

を得る. なおM の (原点の近傍での)任意の多価解析解 u は v を原点の近傍で正則な関
数として u = v(x)ta と書ける. 一方M は超関数解 ta+ + δ(x)tb+ を持つ.

6.1.4 フックス型方程式系に対する境界値問題
非特性的な場合と同様に,M と I を 6.1.2 節と同じとして,M の Y = {t = 0} に沿っ
ての接方程式系 (tangential system または induced system) を

MY :=M/tM = D/(tD + I)

で定義する. ただし D′ は Y 上の n 変数解析的微分作用素の環の層を表わすものとする.

M が Y に沿って形式的にフックス型のとき,MY は連接 D′-加群であることが知られて
いる ([LS]). 3.5節で証明した Cauchy-Kowalevskaja の定理はフックス型方程式系に対し
ても拡張される (Laurent, Monteiro Fernandes ([LM]) による):

命題 6.1.11. M が Y に沿ってフックス型とすると, 自然な層同型

Hom D(M,O)|Y ' Hom D′(MY ,O′)

が存在する. ただし, ここで O と O′ はそれぞれ X および Y 上の正則関数の環の層を表
わす.

次の命題は良く知られている ([Tah], [Osh1], [Osh2] など):

命題 6.1.12. M は 0 において Y に沿ってフックス型とする. 更に, Y に沿ってフックス
型の作用素 P ∈ I が存在して, その特性指数 θ1, . . . , θm はすべて定数 (x によらない) か
つ重複度 1 であり, 更に i 6= j ならば θi − θj は整数でないとする. このとき

S := {i ∈ {1, . . . ,m} | θi ∈ ẽY (M, 0)}

とおくと, U を 0 ∈ X の任意の開近傍として,M の U \ Y 上の任意の正則な解は

u =
∑
i∈S

vi(t, x)t
θi

という形に書ける. ここで vi は U ∩ Y の (X における)ある開近傍で正則な関数である.
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6.2 FD-グレブナ基底 (理論的方法)

この節では D0 の左イデアルに対して, FD-グレブナ基底の概念を導入する. これは, 4.2

節のD-グレブナ基底と同様に, 実際の計算よりむしろ理論的な意味を持つものである. こ
れまでと同様に Y = {(t, x) | t = 0} とおく. なお以下の議論は p ∈ Y として Dp の左イ
デアルについても同様に成り立つ.

≺L と ≺L′ を (変数の適当な順序に関する) Nn の辞書式順序として, N2n+2 の全順序
≺FD を次で定義してFD-順序と呼ぼう: (µ, ν, α, β), (µ′, ν ′, α′, β′) ∈ N×N×Nn×Nn に
対して,

(µ, ν, α, β) ≺FD (µ′, ν ′, α′, β′) ⇐⇒ (ν − µ < ν ′ − µ′)

or (ν − µ = ν ′ − µ′, |β| < |β′|)
or (ν − µ = ν ′ − µ′, |β| = |β′|, ν < ν ′)

or (ν = ν ′, µ = µ′, |β| = |β′|, β ≺L β′)

or (ν = ν ′, µ = µ′, β = β′, |α| > |α′|)
or (ν = ν ′, µ = µ′, β = β′, |α| = |α′|, α ≺L′ α′).

また Nn+2 の全順序 ≺FR を次で定義して FR-順序と呼ぼう:

(µ, ν, β) ≺FR (µ′, ν ′, β′) ⇐⇒ (µ, ν, 0, β) ≺FD (µ′, ν ′, 0, β′).

任意の整数 m に対して, {(µ, ν, α, β) ∈ N2n+2 | ν + |β| ≤ m} の任意の部分集合は FD-順
序に関して最大元を持つ. また, 任意の整数 m, k に対して，{(µ, ν, β) ∈ Nn+2 | ν − µ ≥
k, ν + |β| ≤ m} の任意の部分集合は FR-順序に関して最大元と最小元を持つ. D0 の元

P =
∑

µ,ν,α,β

aµ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x

に対して P の指数の集合と FD-順序に関する leading exponent, leading coefficient, leading

term を

exps(P ) := {(µ, ν, α, β) | aµ,ν,α,β 6= 0},
lexpFD(P ) := max FD(exps(P )),

lcoefFD(P ) := aµ,ν,α,β ((µ, ν, α, β) := lexpFD(P )),

ltermFD(P ) := aµ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x ((µ, ν, α, β) := lexpFD(P ))

で定義する. ただし max FD は FD-順序に関する最大元を表わす. (P = 0 のときは
lexpFD(P ) = (∞, 0, 0, 0) とおいて, 任意の (µ, ν, α, β) ∈ N2n+2 に対して (∞, 0, 0, 0) ≺FD
(µ, ν, α, β) とみなすことにする.) $ : N2n+2 → Nn+2 を $(µ, ν, α, β) = (µ, ν, β) で定
義される射影として, P ∈ D0 の FR-順序に関する leading exponent, leading coefficient,

leading term を

lexpFR(P ) := $(lexpFD(P )),

lcoefFR(P ) :=
∑
α∈Nn

aµ0,ν0,α,β0x
α ((µ0, ν0, β0) := lexpFR(P )),

ltermFR(P ) := lcoefFR(P )tµ0∂ν0t ∂
β0
x ((µ0, ν0, β0) := lexpFR(P )).
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で定義する. 更に, 指数 (µ, ν, β) ∈ Nn+2 に対して

coefFR(P, (µ, ν, β)) :=
∑
α

aµ,ν,α,βx
α

とおく. 次の 2つの補題は定義から明らかである:

補題 6.2.1. 任意の P,Q ∈ D0 に対して

lexpFD(PQ) = lexpFD(P ) + lexpFD(Q),

lcoefFD(PQ) = lcoefFD(P )lcoefFD(Q),

lexpFR(PQ) = lexpFR(P ) + lexpFR(Q),

lcoefFR(PQ) = lcoefFR(P )lcoefFR(Q).

補題 6.2.2. P ∈ D0 が 0 で Y に沿って形式的にフックス型であるための必要十分条件
は lexpFD(P ) = (µ, ν, 0, 0) ∈ N×N×Nn ×Nn がある µ, ν ∈ N について成り立つこと
である.

例によって, D0 の部分集合 S に対して

EFD(S) := {lexpFD(P ) | P ∈ S \ {0}}

とおこう.

補題 6.2.3. (割算定理) P と P1, . . . , Ps を D0 の元とすると, 任意の整数 m に対して D0

の元 Q1, . . . , Qs と R で

P =
s∑
i=1

QiPi +R,

exps(R) ∩mono(EFD({P1, . . . , Ps})) ⊂ EFD(Fm),

lexpFD(QiPi) �FD lexpFD(P ), lexpFD(R) �FD lexpFD(P )

を満たすものが存在する. この R を redFD(P, {P1, . . . , Ps},m) で表わし, P の Fm-簡約
と呼ぶことにする (必ずしも一意的ではない).

証明: 与えられた P, P1, . . . , Ps に対して,

Ei := lexpFD(Pi) + N2n+2, E :=
s∪
i=1

Ei

とおく.

lexpFD(QiPi) �FD lexpFD(P ) (∀i = 1, . . . , s) (2.1)

をみたす Qi, R ∈ D0 による
P =

s∑
i=1

QiPi +R (2.2)
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という形の表示の全体を考えよう. redlexpFR(R) を集合

{(µ, ν, β) ∈ N×N×Nn | ν − µ ≥ m+ 1, (µ, ν, β) ∈ $(exps(R) ∩ E)}

の FR-順序に関する最小元とする. (上記の集合が空集合のときは redlexpFR(R) = (∞, 0, 0)

とおくことにする.) さて, (2.1)を満たす表示 (2.2)のうちで redlexpFR(R) が FR-順序
に関して最小になるものをひとつ選んで, 以後そのような表示 (2.2)について考察しよう.

redlexpFR(P ) 6= (∞, 0, 0)と仮定して (µ0, ν0, β0) = redlexpFR(R), (µi, νi, βi) = lexpFR(Pi)

(i = 1, . . . , s)とおき,

R =
∑
µ,ν,β

aµ,ν,β(x)t
µ∂νt ∂

β
x , Pi =

∑
µ,ν,β

ai,µ,ν,β(x)t
µ∂νt ∂

β
x

と書こう. S := {i ∈ {1, . . . , s} | (µ0, ν0, β0) ∈ $(Ei)} とおいて,

a(x) = aµ0,ν0,β0(x), ai(x) = ai,µi,νi,βi
(x) (i ∈ S)

と書く. Weierstrass-広中の割算定理 (定理 2.1.9)によって,

a(x) =
∑
i∈S

qi(x)ai(x) + r(x), r(x) =
∑
α

rαx
α,

lexpFD(qi(x)ai(x)) �FD lexp(a(x)) (∀i ∈ S),

α ∈
∪
i∈S

(αi + Nn) =⇒ rα = 0

を満たすような収束巾級数 qi(x), r(x) が存在する.

Q′
i := qi(x)t

µ0−µi∂ν0−νi
t ∂β0−βi

x , R′ := R−
∑
i∈S

Q′
iPi

とおくと, redlexpFR(R′) �FR (µ0, ν0, β0),

coef(R′, (µ0, ν0, β0)) = aµ0,ν0,β0(x)−
∑
i∈S

qi(x)ai(x) = r(x),

かつ exps(r(x)tµ0∂ν0t ∂
β0
x ) ∩ E = ∅ であるから, redlexpFR(R′) ≺FR redlexpFR(R) を得る.

更に
P =

s∑
i=1

QiPi +
∑
i∈S

Q′
iPi +R′

も成り立つ. これは仮定に反する. 2

定義 6.2.4. I0 を D0 の左イデアルとする. I0 の有限部分集合 G = {P1, . . . , Ps} が I0 の
(Y に沿っての)FD-グレブナ基底とは, つぎの 2つの条件が満たされることである:

(1) G は I0 を生成する; すなわち I0 = D0P1 + · · ·+D0Ps.

(2) EFD(I0) = mono(EFD(G)).
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定義 6.2.5. P,Q ∈ D0 に対して,

lexpFD(P ) = (µ, ν, α, β), lexpFD(Q) = (µ′, ν ′, α′, β′)

とするとき, P と Q の S-作用素を

spFD(P,Q) := lcoefFD(Q)tµ∨µ
′−µ∂ν∨ν

′−ν
t xα∨α

′−α∂β∨β
′−β

x P

−lcoefFD(P )tµ∨µ
′−µ′∂ν∨ν

′−ν′
t xα∨α

′−α′
∂β∨β

′−β′

x Q

で定義する.

定理 6.2.6. I0 を D0 の左イデアル, G = {P1, . . . , Ps} を I0 の生成元の集合とするとき,

次の条件 (1)–(3)は同値:

(1) G は I0 の FD-グレブナ基底;

(2) 任意の P ∈ I0 と m ∈ Z に対して, P の G による任意の Fm-簡約は Fm に属する;

(3) 任意の整数 m と 1 ≤ i < j ≤ s なる i, j に対して, 適当な Qij1, . . . , Qijs ∈ D0 と
Rij ∈ Fm が存在して, spFD(Pi, Pj) =

∑s
k=1QijkPk + Rij かつ lexpFD(QijkPk) ≺FD

lexpFD(Pi) ∨ lexpFD(Pj) が任意の k について成立する.

証明: 一般性を失うことなく lcoefFD(Pk) = 1 (k = 1, . . . , s)と仮定してよい.

(1) =⇒ (2): m を任意の整数とする. R := redFD(P,G,m) とすると, Fm-簡約の定義か
ら R ∈ I0 かつ

exps(R) ∩mono(EFD(G)) ⊂ lexpFD(Fm)

であるが, (1)により lexp(R) ∈ mono(EFD(G)) であるから lexp(R) ∈ lexpFD(Fm), 従っ
て R ∈ Fm を得る.

(2) =⇒ (3): spFD(Pi, Pj) ∈ I0 の Fm-簡約を考察すればよい.

(3) =⇒ (1): P を I0 の任意の元とする. 以下では形式巾級数係数の微分作用素環
D̂0 := C[[t, x]]〈∂t, ∂x〉 を用いる. lexpFD などは D̂0 の元に対しても同様に定義される.

lexpFD(P ) ∈ mono(EFD(G)) を 2段階に分けて証明しよう.

(第 1段階) ordF (P ) > m なる負の整数 m をとる. P に対して, Qk ∈ D̂0 と R ∈ F̂m に
よる

P =
s∑

k=1

QkPk +R (2.3)

という表示の全体を考える. ただし, ここで

F̂m :=

P =
∑

µ,ν,α,β

aµ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x ∈ D̂0

∣∣∣∣∣∣ aµ,ν,α,β = 0 if ν − µ > m


とおいた. (P ∈ I0 であるから (2.3)のような表示は少なくともひとつは存在する.) (2.3)

の形の表示のうちで maxFR{lexpFR(QkPk) | k = 1, . . . , s} が FR-順序に関して最小にな
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るようなものをとろう. 以後 (2.3) はこの最小性を持った表示としよう. lexpFR(Pk) :=

(µk, νk, βk) とおく. 我々の目標は

(µ, ν, β) := max FR{lexpFR(QkPk) | k = 1, . . . , s} = lexpFR(P ) (2.4)

を示すことである.

(µ, ν, β) �FR lexpFR(P ) と仮定しよう. S-作用素を具体的に

spFD(Pi, Pj) = SijPi − SjiPj (i < j)

と書こう. ただし µij := µi ∨ µj − µi などとおき,

Sij := tµij∂
νij

t xαij∂βij
x

とした. m のかわりに

m′ := m− ν − 1−max{µi ∨ µj | 1 ≤ i < j ≤ s}

に対して (3) の条件を適用すれば 1 ≤ i < j ≤ s に対して

SijPi − SjiPj =
s∑

k=1

QijkPk +Rij,

かつ (3)と同じ条件を m のかわりに m′ について満たす qijk, Rij が存在する. pi :=

σ(ltermFR(Pi)), sij := σ(Sij), かつ

qijk :=

{
σ(ltermFR(Qijk)) if lexpFR(QijkPk) = (µi ∨ µj, νi ∨ νj, βi ∨ βj)
0 otherwise,

とおく. これらはすべて x の形式巾級数を係数とする t, τ, ξ の単項式である. すると, 形
式巾級数環 C[[t, τ, x, ξ]] における関係式

sijpi − sjipj =
s∑

k=1

qijkpk (1 ≤ i < j ≤ s) (2.5)

を得る. 従って {p1, . . . , ps} は C[[t, τ, x, ξ]] において, 次で定義される N2n+2 の順序 ≺O
に関するグレブナ基底である. ここで (µ, ν, α, β), (µ′, ν ′, α′, β′) ∈ N2n+2 に対して

(µ, ν, α, β) ≺O (µ′, ν ′, α′, β′) ⇐⇒ (µ+ ν + |α|+ |β| > µ′ + ν ′ + |α′|+ |β′|)
or (µ+ ν + |α|+ |β| = µ′ + ν ′ + |α′|+ |β′|,

(ν, µ, α, β) ≺′ (ν ′, µ′, α′, β′))

で定義する. ただし ≺′ は

(ν, µ, α, β) ≺′ (ν ′, µ′, α′, β′) ⇐⇒ (ν < ν ′)

or (ν = ν ′, µ < µ′)

or (ν = ν ′, µ = µ′, β ≺L′ β′)

or (ν = ν ′, µ = µ′, β = β′, α ≺L α′)
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で定義される N2n+2 の辞書式順序である.

定理 2.1.22によって, C[[t, τ, x, ξ]]s の部分加群

{(q1, . . . , qs) ∈ (C[[t, τ, x, ξ]])s |
s∑

k=1

qkpk = 0}

は (2.5)の関係式によって生成される. すなわち

~vij := (0, . . . ,
(i)
sij, . . . ,

(j)

−sji, . . . , 0)− (qij1, . . . , qijs)

(1 ≤ i < j ≤ s) によって生成される. ここで ~vij の第 k 成分は

vijk(x)t
µi∨µj−µkτ νi∨νj−νkξβi∨βj−βk (∃vijk(x) ∈ C{x})

という形をしていることに注意する. さて前記のような最小性を持つ (2.3)に対して

qk :=

{
σ(ltermFR(Qk)) if lexpFR(QkPk) = (µ, ν, β)

0 otherwise.

とおこう. すると (2.3)と仮定 (µ, ν, β) �FR lexpFR(P ) から
s∑

k=1

qkpk = 0

がわかる. 従って
(q1, . . . , qs) =

∑
1≤i<j≤s

uij~vij (2.6)

が成り立つような uij ∈ C[[t, τ, x, ξ]] が存在する. 更に (2.6)の両辺の第 k 成分の指数
(µ− µk, ν − νk, β − βk) に対応する t, τ, ξ の単項式を考察することにより, uij は

uij = cij(x)t
µ−µi∨µjτ ν−νi∨νjξβ−βi∨βj (∃cij(x) ∈ C[[x]])

という形をしていると仮定してよいことがわかる. (もし (µ, ν, β) 6∈ (µi∨µj, νi∨νj, βi∨βj)
ならば cij(x) = 0 である.)

Uij := cij(x)t
µ−µi∨µj∂

ν−νi∨νj

t ∂β−βi∨βj
x ,

~Vij := (0, . . . ,
(i)

Sij, . . . ,
(j)

−Sji, . . . , 0)− (Qij1, . . . , Qijs),

(Q′
1, . . . , Q

′
s) := (Q1, . . . , Qs)−

∑
i<j

Uij ~Vij

とおこう. すると (2.3)から

P =
s∑

k=1

Q′
kPk +

∑
i<j

Uij ~Vij · (P1, . . . , Ps) +R

=
s∑

k=1

Q′
kPk +

∑
i<j

UijRij +R

131



を得る. ここで上記の仮定から ∑
i<j UijRij +R ∈ F̂m である. 更に (2.6)から

lexpFR(Q′
kPk) ≺FR (µ, ν, β)

が成り立つ. これは (2.3)に対する最小性の仮定に矛盾する.

(第 2段階) (µ0, ν0, α0, β0) = lexpFD(P ), m = ν0 − µ0 − 1 とおく. Qk ∈ D̂0 と R ∈ F̂m
による, 条件 (2.4) を満たす (2.3)の表示の全体を考えよう. (第 1段階)によって, そのよ
うな表示 (2.3)は少なくともひとつ存在する. 更に (2.4)を満たす表示 (2.3)に対して

(µ0, ν0, α, β0) := max FD{lexpFD(QkPk) | k = 1, . . . , s}

とおくと, (µ0, ν0, α, β0) �FD (µ0, ν0, α0, β0) であるから, |α| ≤ |α0| が成り立つ. 従って
(µ0, ν0, α, β0) が FD-順序に関して最小になるような表示 (2.3)が存在する. 以後, (2.3)は
この意味での最小性を持った表示としよう. このとき α = α0 を示すのが目標である.

α 6= α0 と仮定しよう. すると (µ0, ν0, α, β0) �FD (µ0, ν0, α0, β0) である. 必要なら
{P1, . . . , Ps} を並べ換えることにより

lexpFD(QkPk) = (µ0, ν0, α, β0) for 1 ≤ k ≤ σ,

lexpFD(QkPk) ≺FD (µ0, ν0, α, β0) for σ + 1 ≤ k ≤ s

がある σ ≥ 2について成立すると仮定してよい. k = 1, . . . , σ に対して ck := lcoefFD(Qk),

Q′
k = ltermFD(Qk) とおこう. すると,

µ′
k := µ0 − µk, ν ′k := ν0 − νk, α′

k := α− αk, β′
k := β0 − βk.

として, Q′
k = ckt

µ′k∂
ν′k
t x

α′
k∂

β′
k
x を得る. 更に Q′′

k := Qk −Q′
k とおけば

P =
σ∑
k=1

Q′
kPk +

σ∑
k=1

Q′′
kPk +

s∑
k=σ+1

QkPk (2.7)

を得る. ここで k = 1, . . . , σ に対して lexpFD(Q′′
kPk) ≺FD (µ0, ν0, α, β0) であることに注

意しておく. (2.7)の第 1項は

P ′ :=
σ∑
k=1

Q′
kPk =

σ∑
k=1

ckt
µ′k∂

ν′k
t x

α′
k∂

β′
k
x Pk (2.8)

=
σ−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)
(
tµ

′
k∂

ν′k
t x

α′
k∂

β′
k
x Pk − tµ

′
k+1∂

ν′k+1
t xα

′
k+1∂

β′
k+1
x Pk+1

)
+(c1 + · · ·+ cσ)t

µ′σ∂
ν′σ
t x

α′
σ∂β

′
σ
x Pσ

と書き換えることができる. lcoefFD(Pk) = 1 であるから, もし c1 + · · ·+ cσ 6= 0 ならば

ltermFD(P ) = ltermFD(P ′) = (c1 + · · ·+ cσ)ltermFD(tµ
′
σ∂

ν′σ
t x

α′
σ∂β

′
σ
x Pσ),

特に lexpFD(P ) = (µ0, ν0, α, β0) となる. これは仮定に反するから c1 + · · · + cσ = 0 でな
ければならない.
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一方 Leibniz の公式を用いると

tµ
′
k∂

ν′k
t x

α′
k∂

β′
k
x Pk − tµ

′
k+1∂

ν′k+1
t xα

′
k+1∂

β′
k+1
x Pk+1 (2.9)

= tµ0−µk∨µk+1∂
ν0−νk∨νk+1
t xα−αk∨αk+1∂β0−βk∨βk+1

x spFD(Pk, Pk+1)

+SkPk + Tk+1Pk+1

が,

lexpFD(SkPk), lexpFD(Tk+1Pk+1) ≺FD (µ0, ν0, α, β0)

を満たすような適当な Sk, Tk+1 について成り立つことがわかる.

m′ := m− 1−max{ν0 − µ0 − νk ∨ νk+1 + µk ∨ µk+1 | k = 1, . . . σ − 1}

とおいて仮定 (2)を m のかわりに m′ に対して用いると, (2.7),(2.8),(2.9) から

P =
σ−1∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)t
µ0−µk∨µk+1∂

ν0−νk∨νk+1
t xα−αk∨αk+1∂β0−βk∨βk+1

x

·(
s∑

k=1

QijkPk +Rij) +
σ−1∑
k=1

SkPk +
σ∑
k=2

TkPk +
σ∑
k=1

Q′′
kPk +

s∑
k=σ+1

QkPk

を得る. これは (2.3)の最小性に関する仮定に反する.

以上により，lexpFD(P ) ∈ mono(EFD(G)) が示された．2

FD-グレブナ 基底が求まれば, 方程式系が形式的にフックス型であるかどうかを判定で
き, また特性指数の集合を完全に決定することができる:

定理 6.2.7. M と I を 6.1節と同様として I0 をイデアルの層 I の 0 における茎とす
る. G を I0 の FD-グレブナ 基底とする. このとき M が 0 で Y = {(t, x) | t = 0}
に沿って形式的にフックス型であるための必要十分条件は, 適当な µ, ν ∈ N によって
lexpFD(P ) = (µ, ν, 0, 0) と書けるような P ∈ G が存在することである.

証明: もし lexpFD(P ) = (µ, ν, 0, 0) であるような P ∈ G が存在すれば, 定義によっ
て M は形式的にフックス型である. さて, M が形式的にフックス型と仮定しよう. す
ると形式的にフックス型の作用素 A ∈ I0 が存在するから, ある µ′, ν ′ ∈ N について
(µ′, ν ′, 0, 0) ∈ EFD(I0) となる. G は FD-グレブナ 基底だから定義から

EFD(I0) = mono(EFD(G)) 3 (µ′, ν ′, 0, 0)

を得る. 従って適当な µ, ν ∈ N について lexpFD(P ) = (µ, ν, 0, 0) となるような P ∈ G

が存在する. 2

定理 6.2.8. 前定理と同じ記号の下で,M は 0 で Y に沿ってフックス型とする. G を I0
の FD-グレブナ基底として,

G′ := {P ∈ G | lexpFD(P ) = (µ, ν, α, 0) | ∃µ, ν ∈ N, ∃α ∈ Nn}
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とおこう. するとM の 0 における特性指数の集合は

eY (M, 0) = {θ ∈ C | ψ(σ̂(P ))(θ, 0) = 0 (∀P ∈ G′)} (2.10)

で与えられる. 更に P を G′ の元のうちで ∂t に関する階数が最小のもの (の一つ) とする
と, モニックな多項式 f(θ, x) ∈ O′

0[θ] と a(x) ∈ O′
0 であって

ψ(σ̂(P )) = a(x)f(θ, x)τ k (∃k ∈ Z),

かつイデアル J̃Y (M, 0) は f で生成されるようなものが存在する. 特に

ẽY (M, 0) = {θ ∈ C | f(θ, 0) = 0}

が成立する.

証明: (2.10) を示すには, JY (M, 0) が

{τ−ordF (P ) · ψ(σ̂(P )) | P ∈ G′}

で生成されることを言えば十分である. 定義によりこの集合は JY (M, 0) に含まれる.

g ∈ JY (M, 0) とすると, 補題 6.1.6によって, ψ(σ̂(P )) = g(θ, x)τ−k となるような P ∈ I0

と k ∈ N が存在する. このとき適当な ν ∈ N と α ∈ Nn によって lexpFD(P ) =

(ν + k, ν, α, 0) が成立する. さて, G = {P1, . . . Ps}, ordF (Pi) = ki として Pi ∈ G′ に対し
て ψ(σ̂(Pi)) = fi(θ, x)τ

ki とおこう.

P ∈ I0 で G は FD-グレブナ基底だから, 定理 6.2.6から, 適当な Q1, . . . , Qs ∈ D0 と
R ∈ F−k−1 によって

P = Q1P1 + · · ·+QsPs +R, lexpFD(QiPi) �FD (ν + k, ν, α, 0)

と書ける. 特にこれから, ordF (Qi) ≤ −k − ki となり, 更にもし ordF (Qi) = −k − ki なら
ば, Pi ∈ G′ かつ

qi(θ, x) := τ k+ki · ψ(σ̂(Qi)) ∈ O′
0[θ]

となる.

S := {i ∈ {1, . . . , s} | ordF (Qi) = −k − ki}

とおくと
σ̂(P ) =

∑
i∈S

σ̂(Qi)σ̂(Pi)

であり, 従って
g(θ, x) =

∑
i∈S

qi(θ − ki, x)fi(θ, x)

が成り立つ. 以上のことから JY (M, 0) が {fi(θ, x) | Pi ∈ G′} で生成されることがわか
る. これで (2.10) が示された.

次に f(θ, x) ∈ O′
0[θ] を, J̃Y (M, 0) を生成するようなモニック多項式とする (cf. 補題

6.1.9). S ′ := {i ∈ {1, . . . , s} | Pi ∈ G′} とおくと, G が FD-グレブナ基底であることから,

ある a(x) ∈ O′
0 \ {0} と ri(θ, x) ∈ O′

0[θ] が存在して

a(x)f(θ, x) =
∑
i∈S′

ri(θ − ki)fi(θ, x)
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が成立し, かつ ri(θ, x)fi(θ, x) の θ に関する次数は f(θ, x) の θ に関する次数 m 以下で
あることがわかる. 従ってもし ri 6= 0 ならば, fi の θ に関する次数は m でなければな
らない. これと, f が fi を O′

0[θ] において割り切ることから, 適当な ai(x) ∈ O′
0 により

fi(θ, x) = ai(x)f(θ, x) と書けることがわかる. 2

6.3 FW-グレブナ基底とFR-グレブナ基底
N2n+2 の全順序 ≺FW (FW-順序と呼ぶ)を次で定義しよう. (µ, ν, α, β), (µ′, ν ′, α′, β′) ∈

N×N×Nn ×Nn に対して,

(µ, ν, α, β) ≺FW (µ′, ν ′, α′, β′) ⇐⇒ (ν − µ < ν ′ − µ′)

or (ν − µ = ν ′ − µ′, |β| < |β′|)
or (ν − µ = ν ′ − µ′, |β| = |β′|, ν < ν ′)

or (ν = ν ′, µ = µ′, |β| = |β′|, β ≺L β′)

or (ν = ν ′, µ = µ′, β = β′, |α| < |α′|)
or (ν = ν ′, µ = µ′, β = β′, |α| = |α′|, α ≺L′ α′).

下から 2行目の |α| < |α′| が反対になっている他は, 前節で定義した FD-順序と同じであ
る. FW-順序も整列順序ではない. (n+ 1)-変数のWeyl代数 An+1 := C[t, x]〈∂t, ∂x〉 の元

P =
∑

µ,ν,α,β

aµναβt
µxα∂t

ν∂x
β 6= 0

に対して P の指数の集合と FW-順序に関する leading exponent, leading coefficient, lead-

ing term を

exps(P ) := {(µ, ν, α, β) | aµ,ν,α,β 6= 0},
lexpFW (P ) := max FW (exps(P )),

lcoefFW (P ) := aµ,ν,α,β ((µ, ν, α, β) := lexpFW (P )),

ltermFW (P ) := aµ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x ((µ, ν, α, β) := lexpFW (P ))

で定義する. ただし max FW は FW-順序に関する最大元を表わす. 更に An+1 の部分集
合 S に対して

EFW (S) := {lexpFW (P ) | P ∈ S \ {0}}

とおく.

補題 6.3.1. 任意の P,Q ∈ An+1 に対して

lexpFW (PQ) = lexpFW (P ) + lexpFW (Q),

lcoefFW (PQ) = lcoefFW (P )lcoefFW (Q).

次の補題も前節の補題 6.2.3と同様にして証明できる (Weierstrass-広中の割算定理は不
要):
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補題 6.3.2. (割算定理) P と P1, . . . , Ps を An+1 の元とすると, 任意の整数 m に対して
An+1 の元 Q1, . . . , Qs と R で

P =
s∑
i=1

QiPi +R,

exps(R) ∩mono(EFW (G)) ⊂ EFW (Fm),

lexpFW (QiPi) �FW lexpFW (P ), lexpFW (R) �FW lexpFW (P )

を満たすものが存在する. この R を redFW (P, {P1, . . . , Ps},m) で表わし, P の Fm-簡約
と呼ぶことにする (必ずしも一意的ではない).

定義 6.3.3. I を An+1 の左イデアルとする. I の有限部分集合 G = {P1, . . . , Ps} が I の
(Y に沿っての)FW-グレブナ基底とは, 次の 2つの条件が満たされることである:

(1) G は I を生成する; すなわち I = An+1P1 + · · ·+ An+1Ps.

(2) EFW (I) = mono(EFW (G)).

定義 6.3.4. P,Q ∈ An+1 に対して,

lexpFW (P ) = (µ, ν, α, β), lexpFW (Q) = (µ′, ν ′, α′, β′)

とするとき, P と Q の S-作用素を

spFW (P,Q) := lcoefFW (Q)tµ∨µ
′−µ∂ν∨ν

′−ν
t xα∨α

′−α∂β∨β
′−β

x P

−lcoefFW (P )tµ∨µ
′−µ′∂ν∨ν

′−ν′
t xα∨α

′−α′
∂β∨β

′−β′

x Q

で定義する.

次の定理は前節の定理 6.2.6と同様に証明される (それよりは幾分やさしい):

定理 6.3.5. I を An+1 の左イデアル, G = {P1, . . . , Ps} を I の生成元の集合とするとき,

次の条件 (1)–(3)は同値:

(1) G は I の FW-グレブナ基底;

(2) 任意の P ∈ I と m ∈ Z に対して, P の G による任意の Fm-簡約は Fm ∩ An+1 に
属する;

(3) 任意の整数 m と 1 ≤ i < j ≤ s なる i, j に対して, 適当な Qij1, . . . , Qijs ∈
An+1 と Rij ∈ Fm ∩ An+1 が存在して, spFW (Pi, Pj) =

∑s
k=1QijkPk + Rij かつ

lexpFW (QijkPk) ≺FW lexpFW (Pi) ∨ lexpFW (Pj) が任意の k について成立する.
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この節の主目的は FW-グレブナ基底とFD-グレブナ基底とを関連づけることであるが,

そのために, 以下で定義する FR-グレブナ基底の概念を経由する. まず, x の有理関数係
数の t の多項式を係数とする微分作用素環を導入しよう:

DR := C(x)[t]〈∂t, ∂x〉

=

P =
∑
µ,ν,β

aµ,ν,β(x)t
µ∂νt ∂

β
x

∣∣∣∣∣∣ aµ,ν,β(x) ∈ C(x)

 .
ここで和は µ,ν,β について有限和である. DR の元

P =
∑
µ,ν,β

aµ,ν,β(x)t
µ∂νt ∂

β
x 6= 0

に対して, その FR-順序 (cf. 6.2節)に関する指数の集合, leading exponent, leading coef-

ficient, leading term をそれぞれ

expsFR(P ) := {(µ, ν, β) | aµ,ν,β(x) 6= 0},
lexpFR(P ) := max FR{(µ, ν, β) | aµ,ν,β(x) 6= 0},
lcoefFR(P ) := aµ,ν,β(x) ((µ, ν, β) := lexpFR(P )),

ltermFR(P ) := aµ,ν,β(x)t
µ∂νt ∂

β
x ((µ, ν, β) := lexpFR(P ))

で定義する. 更に DR の部分集合 S に対して

EFR(S) := {lexpFR(P ) | P ∈ S \ {0}}

とおく. また各整数 m に対して

F̂m :=

P =
∑
µ,ν,β

aµ,ν,β(x)t
µ∂νt ∂

β
x ∈ DR

∣∣∣∣∣∣ aµ,ν,β(x) = 0 if ν − µ > m


とおく.

補題 6.3.6. 任意の P,Q ∈ DR に対して

lexpFR(PQ) = lexpFR(P ) + lexpFR(Q),

lcoefFR(PQ) = lcoefFR(P )lcoefFR(Q).

補題 6.3.7. (割算定理) P と P1, . . . , Ps を DR の元とすると,任意の整数 mに対して DR
の元 Q1, . . . , Qs と R で

P =
s∑
i=1

QiPi +R,

exps(R) ∩mono(EFR(G)) ⊂ EFR(F̂m),

lexpFR(QiPi) �FR lexpFR(P ), lexpFR(R) �FR lexpFR(P )

を満たすものが存在する. この R を redFR(P, {P1, . . . , Ps},m) で表わし, P の F̂m-簡約
と呼ぶことにする (必ずしも一意的ではない).
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定義 6.3.8. Î を DR の左イデアルとする. Î の有限部分集合 G = {P1, . . . , Ps} が Î の
(Y に沿っての)FR-グレブナ基底とは, 次の 2つの条件が満たされることである:

(1) G は Î を生成する; すなわち Î = DRP1 + · · ·+DRPs.

(2) EFR(Î) = mono(EFR(G)).

定義 6.3.9. P,Q ∈ DR に対して,

lexpFR(P ) = (µ, ν, β), lexpFR(Q) = (µ′, ν ′, β′)

とするとき, P と Q の S-作用素を

spFR(P,Q) := lcoefFR(Q)(x)tµ∨µ
′−µ∂ν∨ν

′−ν
t ∂β∨β

′−β
x P

−lcoefFR(P )(x)tµ∨µ
′−µ′∂ν∨ν

′−ν′
t ∂β∨β

′−β′

x Q

で定義する.

次の定理も前節の定理 6.2.6と同様に証明される:

定理 6.3.10. Î を DR の左イデアル, G = {P1, . . . , Ps} を Î の生成元の集合とするとき,

次の条件 (1)–(3)は同値:

(1) G は Î の FR-グレブナ基底;

(2) 任意の P ∈ Î と m ∈ Z に対して, P の G による任意の F̂m-簡約は F̂m に属する;

(3) 任意の整数 m と 1 ≤ i < j ≤ s なる i, j に対して, 適当な Qij1, . . . , Qijs ∈ DR と
Rij ∈ F̂m が存在して, spFR(Pi, Pj) =

∑s
k=1QijkPk + Rij かつ lexpFR(QijkPk) ≺FR

lexpFR(Pi) ∨ lexpFR(Pj) が任意の k について成立する.

まず FW-グレブナ基底と FR-グレブナ基底との関連について考察しておこう.

命題 6.3.11. G を An+1 の左イデアル I のFW-グレブナ基底とする. Î を I を含む最小
の DR の左イデアルとすると, G は Î の FR-グレブナ基底でもある.

証明: G は An+1 上 I を生成するから, G は DR 上 Î を生成する. 従って

lexpFR(Î) = mono(lexpFR(G))

を示せばよい. まず lexpFR(Î) = lexpFR(I) を示そう. 実際 P ∈ Î とすると, ある多項式
a(x) ∈ C[x] が存在して Q := aP ∈ I となる. このとき

lexpFR(P ) = lexpFR(Q) ∈ lexpFR(I)

であるから, lexpFR(Î) ⊂ lexpFR(I) を得る. 従って I ⊂ Î より lexpFR(Î) = lexpFR(I) で
ある. G が I の FW-グレブナ基底であることから mono(EFW (G)) = EFW (I) であるが,

一般に P ∈ An+1 に対して lexpFR(P ) = $(lexpFW (P )) が成立するから

mono(EFR(G)) = $(mono(EFW (G)))

= $(EFW (I)) = EFR(I) = EFR(Î)

が成り立つ. 以上により, G は Î の FR-グレブナ基底である. 2

次に FR-グレブナ基底と FD-グレブナ基底との関係を考察する.
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命題 6.3.12. P1, . . . , Ps ∈ An+1 として, G = {P1, . . . , Ps} を DR の左イデアル Î :=

DRP1 + · · ·+DRPs の FR-グレブナ基底とする.

a(x) := lcoefFR(P1)(x) . . . lcoefFR(Ps)(x) ∈ C[x]

とおいて, a(0) 6= 0 と仮定する. このとき G は D0 の左イデアル I0 := D0P1 + · · ·+D0Ps
の FD-グレブナ基底でもある.

証明: i = 1, . . . , s に対して

(µi, νi, βi) = lexpFR(Pi), ai(x) = lcoefFR(Pi) ∈ C[x]

とおこう. 1 ≤ i < j ≤ s なる任意の i, j に対して, Pi と Pj の S-多項式を具体的に

spFR(Pi, Pj) = aj(x)SijPi − ai(x)SjiPj (3.1)

と書こう. ただしここで µij := µi ∨ µj − µi などとして Sij := tµij∂
νij

t ∂
βij
x とおいた. 一方

ai(0)aj(0) 6= 0 に注意すれば,

spFD(Pi, Pj) = aj(0)SijPi − ai(0)SjiPj (3.2)

を得る. Rij を spFR(Pi, Pj) の G による F̂m-簡約としよう. するとある Q1, . . . , Qs ∈ DR
と R ∈ F̂m が存在して

spFR(Pi, Pj) = Q1P1 + · · ·+QsPs +R (3.3)

かつ lexpFR(PiQi) ≺FR lexpFR(Pi)∨ lexpFR(Pj) が成り立つ. ここで F̂m-簡約の構成法か
ら, 適当な自然数 k をとれば a(x)kQi (i = 1, . . . , s) と a(x)kR がすべて An+1 に属するよ
うにできる. a(0) 6= 0 より, Qi と R は D0 の元とみなすことができ, かつ

lexpFD(PkQk) ≺FD lexpFD(Pi) ∨ lexpFD(Pj) (1 ≤ k ≤ s)

が成立する. (3.1),(3.2),(3.3) を合わせて

spFD(Pi, Pj) = Q1P1 + · · ·+QsPs +R

−(aj(x)− aj(0))SijPi + (ai(x)− ai(0))SjiPj

を得る.

lexpFD((aj(x)− aj(0))SijPi) ≺FD lexpFD(SijPi) = lexpFD(Pi) ∨ lexpFD(Pj)

に注意すれば定理 6.2.6から, G は I の FD-グレブナ基底であることがわかる. 2

以上の２つの命題を合わせて次の定理を得る:

定理 6.3.13. P1, . . . , Ps ∈ An+1 として, G = {P1, . . . , Ps} を An+1 の左イデアル I :=

An+1P1 + · · ·+ An+1Ps の FW-グレブナ基底とする.

a(x) := lcoefFR(P1)(x) · · · lcoefFR(Ps)(x)

とおいて, Y := {(t, x) | t = 0} の点 p = (0, x0) において a(x0) 6= 0 と仮定する. このと
き G は Dp の左イデアル Ip := DpP1 + · · ·+DpPs の FD-グレブナ基底である.

以上により FW-グレブナ基底が計算できれば, Y の “generic” な点においては, FD-グ
レブナ基底が求まったことになり, 従ってそこでの特性指数が完全に決定できることがわ
かった. 次節では, 4.4節と類似の斉次化の手法により FW-グレブナ基底を計算するアル
ゴリズムを与えよう.
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6.4 斉次化によるFW-グレブナ基底の計算
N2n+3 の全順序 ≺H (H-順序と呼ぶ)を次で定義しよう. (i, µ, ν, α, β), (j, µ′, ν ′, α′, β′) ∈

N×N×N×Nn ×Nn に対して,

(i, µ, ν, α, β) ≺H (j, µ′, ν ′, α′, β′) ⇐⇒ (i < j)

or (i = j, |β| < |β′|)
or (i = j, |β| = |β′|, ν < ν ′)

or (i = j, ν = ν ′, |β| = |β′|, β ≺L β′)

or (i = j, ν = ν ′, β = β′, µ < µ′)

or (i = j, ν = ν ′, µ = µ′, β = β′, |α| < |α′|)
or (i = j, ν = ν ′, µ = µ′, β = β′, |α| = |α′|,

α ≺L′ α′).

これは 1章の意味で項順序であり, 特に整列順序である. 以下では x0 をパラメータとし
て, An+1 を係数環とする x0 の多項式環 An+1[x0] を考察しよう. x0 の代わりに xn+1 と
書けば, これは An+2 の部分環とみなすこともできる. An+1[x0] の元

P =
∑

i,µ,ν,α,β

aiµναβt
µx0

ixα∂t
ν∂x

β

に対して P の指数の集合と H-順序に関する leading exponent, leading coefficient, leading

term を

exps(P ) := {(i, µ, ν, α, β) | ai,µ,ν,α,β 6= 0},
lexpH(P ) := maxH(exps(P )),

lcoefH(P ) := ai,µ,ν,α,β ((i, µ, ν, α, β) := lexpH(P )),

ltermH(P ) := ai,µ,ν,α,βt
µxα∂νt ∂

β
x ((i, µ, ν, α, β) := lexpH(P ))

で定義する. ただし maxH は H-順序に関する最大元を表わす. 更に An+1[x0] の部分集合
S に対して

EH(S) := {lexpH(P ) | P ∈ S \ {0}}

とおく.

定義 6.4.1. I を An+1[x0] の左イデアルとする. I の有限部分集合 G = {P1, . . . , Ps} が
I のH-グレブナ基底とは, EH(I) = mono(EH(G)) が成立することである.

H-順序は項順序だから, この H-グレブナ基底の定義は定義 4.1.11の特別な場合に他な
らない (特にこのとき G は I を生成する). 従ってH-グレブナ基底に関しては, 4.1節の
議論がすべて適用できる. 次に 4.4節の F-斉次化の議論を少し変更して適用しよう. ここ
では, いわば t と ∂t のみに関する F-斉次性を考える.

140



定義 6.4.2. (F-斉次性) An+1[x0] の元 P が (m 階) F-斉次とは, m を整数として P が

P =
∑

ν−µ−i=m
ai,µ,ν,α,βt

µx0
ixα∂νt ∂

β (ai,µ,ν,α,β ∈ C)

という形に書けること.

補題 6.4.3. P,Q ∈ An+1[x0] がそれぞれ m 階 F-斉次, ` 階 F-斉次ならば, PQ は m + `

階 F-斉次である.

定義 6.4.4. (F-斉次化) P =
∑
µ,ν,α,β aµ,ν,α,βt

µxα∂νt ∂
β を An+1 の元とするとき, P の F-

斉次化 P h を
P h :=

∑
µ,ν,α,β

aµ,ν,α,βt
µxν−µ−m0 xα∂νt ∂

β ∈ An[x0]

で定義する. ただし m := min{ν − µ | aµ,ν,α,β 6= 0} とおいた.

以下の補題は 4.4節の対応する補題とほとんど同様に証明できる.

補題 6.4.5. P,Q ∈ An+1 に対して (PQ)h = P hQh.

補題 6.4.6. P1, . . . , Ps ∈ An+1 に対して P := P1 + · · · + Ps とおくと, 適当な i,i1,. . .,

is ∈ N をとれば
x0

iP h = x0
i1(P1)

h + · · ·+ x0
is(Ps)

h

が成立する.

写像 $′ : N2n+3 −→ N2n+2 を $′(i, µ, ν, α, β) = (µ, ν, α, β) で定義する. また An+1[x0]

の元を P (x0) で表わすとき P (1) ∈ An+1 は P の x0 に 1 を代入した作用素を表わす.

補題 6.4.7. (1) すべての P ∈ An+1 に対して lexpFW (P ) = $′(lexpH(P h)).

(2) P (x0) ∈ An+1[x0] が F-斉次ならば lexpFW (P (1)) = $′(lexpH(P (x0))).

証明: (2) を示せばよい. ν − µ− i = ν ′ − µ′ − j = ` としよう. このとき i = ν − µ− `,
j = ν ′ − µ′ − ` だから, 容易に

(i, µ, ν, α, β) ≺H (j, µ′, ν ′, α′, β′) ⇐⇒ (µ, ν, α, β) ≺FW (µ′, ν ′, α′, β′)

がわかる. これから (2)が成り立つことが導かれる. 2

H-グレブナ基底のアルゴリズム (アルゴリズム 4.1.21)により, F-斉次な An+1[x0] の元
で生成される An+1[x0] の左イデアルのH-グレブナ基底として, F-斉次な元からなるもの
が存在することがわかる.

定理 6.4.8. I を An+1 の元 P1, . . . , Pm の生成する An+1 の左イデアルとする. Ih を
(P1)

h, . . . , (Pm)h の生成する An+1[x0] の左イデアルとして, Gh を Ih のH-グレブナ基底
であって, F-斉次なものからなるものとする. このとき G := {P (1) | P (x0) ∈ Gh} は, I

の FW-グレブナ基底である.
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証明: 2段階に分けて証明する. 以下 Gh = {Q1(x0), . . . , Qs(x0)} とおく.

(第 1段階) G が I を生成すること: 各 Qk(x0) は Ih の元だから, An+1[x0] の適当な元
Rk1(x0), . . ., Rkm(x0) によって

Qk(x0) = Rk1(x0)(P1)
h(x0) + · · ·+Rkm(x0)(Pm)h(x0)

と表わされる. この両辺に x0 = 1 を代入して

Qk(1) = Rk1(1)P1 + · · ·+Rkm(1)Pm ∈ I

を得る. 次に各 k に対して (Pk)
h ∈ Ih だから, 適当な Tk1(x0), . . . , Tks(x0) ∈ An+1[x0] に

よって
(Pk)

h(x0) = Tk1(x0)Q1(x0) + · · ·+ Tks(x0)Qs(x0)

と書ける. これに x0 = 1 を代入して

Pk = Tk1(1)Q1(1) + · · ·+ Tks(1)Qs(1)

を得る. 従って I は G で生成される.

(第 2段階) EFW (I) = mono(EFW (G)) を示す. P ∈ I とすると, 適当な R1, . . . , Rs ∈
An+1 によって

P = R1Q1 + · · ·+RsQs

と書ける. このとき補題 6.4.5と補題 6.4.6から, ある i, i1, . . . , is ∈ N により

x0
iP h = x0

i1(R1)
h(Q1)

h + · · ·+ x0
is(Rs)

h(Qs)
h ∈ Ih

が成立する. x0
iP h の x0 に 1 を代入すると P になるから, 補題 6.4.7 を用いて

lexpFW (P ) = $′(lexpH(x0
iP h)) ∈ $′(EH(Ih))

= $′(mono(EH(Gh))) = mono(EFW (G))

を得る. P ∈ I は任意だったから, EFW (I) = mono(EFW (G)) が示された. 以上により G

は I の FW-グレブナ基底である. 2

6.5 接方程式系
この節では, 前節までと同じ記号を用い, 方程式系

M : P1u = . . . = Psu = 0

は Y := {(t, x) | t = 0} に沿って 0 でフックス型と仮定する. M の Y に沿っての接方程
式系 (tangential system, induced system) は, 非特性的な場合 (cf. 3.5節)と同様に

MY :=M/tM = D/(I + tD)
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で定義される. ただしこれは, 特性指数 0 に関する境界値の満たす方程式系であり, 一般
の特性指数に関する境界値の満たす方程式系を定義するには, 最初にM にある変換を施
しておく必要がある.

さて, 以下ではMY の 0 における茎MY,0 の D′
0 := C{x}〈∂x〉 上の加群としての構造

を計算するアルゴリズムを与えよう. u を 1 ∈ D の M = D/I における剰余類として,

P ∈ D に対して, [Pu] で Pu のMY における剰余類を表わすことにする.

定理 6.5.1. M が Y に沿って 0 で形式的にフックス型と仮定して

{k ∈ N | k ≥ k0} ∩ eY (M, 0) = ∅

を満たすような k0 ∈ N をとると,MY,0 は D′
0-加群として [∂jtu] (0 ≤ j ≤ k0 − 1) で生成

される. 特に k0 = 0 ならばMY,0 = 0 である.

証明: 定義からMY,0 は D′
0-加群として [∂jtu] (j ≥ 0) で生成されることがわかる. k ≥ k0

とすると, ある P ∈ I0 が存在して, ある j ≥ 0 と f ∈ O′
0[θ] によって

ψ(σ̂(P )) = f(θ, x)τ−j

と書け, しかも f は f(k, 0) 6= 0 を満たすようにできる. このとき P はある P ′ ∈ F0 を用
いて

P = tjf(t∂t, x) + tj+1P ′(t, ∂t, x, ∂x)

という形に表わされる. これから

∂j+kt P = ∂j+kt (tjf(t∂t, x) + tj+1P ′)

= (t∂t + k + 1)(t∂t + k + 2) . . . (t∂t + k + j)f(t∂t + k, x)∂kt + ∂j+kt tj+1P ′

となるから,MY,0 において

0 = [∂j+kt Pu] = (k + 1)(k + 2) . . . (k + j)f(k, x)[∂kt u] + [∂j+kt tj+1P ′u]

を得る. ∂j+kt tj+1P ′ ∈ Fk−1 であるから, ∂t についての階数が高々 k − 1 であるような D′
0

の元 Q(∂t, x, ∂x) が存在して

∂j+kt tj+1P ′ −Q(∂t, x, ∂x) ∈ tD0

が成立する. 従って f(k, 0) 6= 0 に注意すれば

[∂kt u] ∈ D′
0[u] +D′

0[∂tu] + · · ·+D′
0[∂

k−1
t u]

を得る. 以上の議論を繰り返せば,

[∂kt u] ∈ D′
0[u] +D′

0[∂tu] + · · ·+D′
0[∂

k0−1
t u]

がわかる. 2
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この定理によってMY はM の (Y の近傍における) 正則解 u(t, x) に対して, その Y

への制限
u(0, x), ∂tu(0, x), . . . , ∂

k0−1
t u(0, x)

の満たす関係式 (微分方程式系)を表わしていることがわかる.

以下ではMY,0 をある条件 (Y の generic な点では最初から満たされている)の下で, 具
体的に計算する方法を述べよう. M は定理 6.5.1と同じ条件を満たしているとする. G を
D0 の左イデアル I0 を生成するような有限集合とする. ψ(σ̂(P0)) = f(θ, x)τ−j0 かつ, 任
意の k ≥ k0 に対して f(k, 0) 6= 0 となるような P0 ∈ G が存在すると仮定しよう. (ここ
で j0 ≥ 0 としてよい.) この仮定は P1, . . . , Ps ∈ An+1 で, G として P1, . . . , Ps が生成す
る An+1 のFW-グレブナ基底をとれば, 命題 6.3.12の条件の下で成立する (定理 6.2.8を参
照のこと).

D′
0-準同型 ρ : D0 −→ D′

0[∂t] を次のように定義しよう: P ∈ D0 を具体的に 6.1節の
(1.1) のように書くとき

ρ(P ) :=
∑
ν,α,β

a0,ν,α,βx
α∂βx∂

ν
t ∈ D′

0[∂t]

とする. 一般に D′
0[∂t] の元 P に対しては, その F-階数 ν = ordF (P ) は P の ∂t に関する

階数に他ならず, またその形式シンボルは適当な A ∈ D′
0 を用いて σ̂(P ) = A(x, ∂x)∂

ν
t と

書ける. このとき, この A を coef(P, ∂t, ν) で表わすことにする. 定理 6.5.1 の証明から,

任意の k ≥ k0 に対して, pk(0) 6= 0 であるような巾級数 pk(x) ∈ C{x} が存在して

σ̂(ρ(∂j0+k
t P0)) = pk(x)∂

k
t

と書けることがわかる. この P0 を用いて, 各 P ∈ D′
0[∂t] に対して ind(P, P0) ∈ D′

0[∂t] を
次のアルゴリズムで定義しよう:

アルゴリズム 6.5.2. (ind(P, P0))

Input: P ∈ D′
0[∂t];

while (ν := ordF (P ) ≥ k0)

P := P − (1/pν)coef(P, ∂t, ν)ρ(∂
j0+ν
t P0);

Output: P ;

さて

D′
0
(k0)

:=
k0−1⊕
k=0

D′
0∂

k
t ⊂ D′

0[∂t]

とおくと ind(·, P0) は D′
0[∂t] から D′

0
(k0) への D′

0-準同型を定義する. D′
0
(k0) の元 Q =∑k0−1

k=0 Qk(x, ∂x)∂
k
t に対して

[Qu] =
k0−1∑
k=0

Qk(x, ∂x)[∂
k
t u] ∈MY,0

と書こう.
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定理 6.5.3. 以上の仮定の下で, ある整数 j0 ≥ 0 が存在して, MY,0 は具体的に未知関数
[u],. . .,[∂k0−1

t u] 達に対する偏微分方程式系

[ind(ρ(∂jtP ), P0)u] = 0 (∀P ∈ G, ∀j = 0, 1, . . . , j0)

で与えられる.

証明: P ∈ G, j ≥ 0 として ν := ordF (P ) とおこう. アルゴリズム 6.5.2によって

ρ(∂jtP ) =
ν+j∑
k=k0

Qk(x, ∂x)ρ(∂
j0+k
t P0) + ind(ρ(∂jtP ), P0)

がある Qk(x, ∂x) ∈ D′
0 について成り立つ. 従って ind(ρ(∂jtP ), P0) は L := ρ(I0) に属す

る. これは [ind(ρ(∂jtP ), P0)u] = 0 を意味する.

簡単のため D′
0-準同型 ind(·, P0) を単に ind で表わそう. すると ind : D′

0[∂t] → D′
0
(k0)

は全射準同型である (j < k0 のとき ind(∂jt ) = ∂jt だから). 更に ind−1(ind(L)) はまた L
に含まれる. 実際 P ∈ D′

0[∂t] に対して ν := ordF (P ) とおくと

P =
ν∑

k=k0

Qk(x, ∂x)ρ(∂
j0+k
t P0) + ind(P )

が適当な Qk ∈ D′
0 について成立するから, ind(P ) ∈ L と P ∈ L は同値である. このこと

から
L ⊂ ind−1(ind(L)) ⊂ ind−1(L ∩ D′

0
(k0)

) ⊂ L

を得る. 従って ρ と ind から D′
0-同型

MY,0 ' D′
0[∂t]/L ' D′

0
(k0)

/ind(L)

が導かれる. L は {ρ(∂jtP ) | P ∈ G, j ≥ 0} で生成される D′
0[∂t] の D′

0-部分加群であるか
ら, ind(L) は {ind(ρ(∂jtP )) | P ∈ G, j ≥ 0} で生成される D′

0
(k0) の D′

0-部分加群である.

D′
0 はネター環だから (命題 4.2.12), ある j0 が存在して, ind(L) は D′

0 上

{ind(ρ(∂jtP )) | P ∈ G, 0 ≤ j ≤ j0}

で生成される. 2

最後に一般の特性指数に対する境界値に対応する接方程式系を計算しよう. M は定数
(x によらない)特性指数 λ ∈ C を持つと仮定しよう. このとき未知関数 t−λu に関する
偏微分方程式系M(λ) は次のように定義される: ki := ordF (Pi), k

+
i := max{ki, 0} として

Qi := t−λ+k+
i Pit

λ ∈ D0 とおき,M(λ) を

M(λ) : Q1u = . . . = Qsu = 0

で定義する. するとそれの接方程式系M(λ)
Y は, u = v(t, x)tλ (v は Y の近傍で正則)とい

う形のM の解 u に対して v(0, x), ∂tv(0, x), . . . の間の関係式を表わしていることになる.

従って上記の方法を変換した作用素 Q1, . . . , Qs に適用すれば, 特性指数 λ に関する接方
程式系が得られる.
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6.6 計算例
前節までのアルゴリズムの応用例として, Appell の超幾何関数 F3 に対する偏微分方程
式系

M3 : P31u = P32u = 0

を考察しよう (cf. 5.2節). Y := {(x, y) ∈ C2 | y = 0} としよう (従って前節までの記号で
は t = y, x1 = x となる). P31, P32 の生成する An+1 の左イデアルのFW-グレブナ基底と
して, G = {P31, P32, P33} を得る. ただし

P33 := (1− y)y2∂y
3 + (x− 1)y2∂x∂y

2

+{(α− α′ + β − β′ − γ − 3)y

+(2γ − α− β + 1)}y∂y2

+(α′ + β′ + 1)(x− 1)y∂x∂y

+[{(α + β − β′ − γ − 1)α′ + (β′ + 1)α

+(β − γ − 1)β′ + β − γ − 1}y + (γ − α)(γ − β)]∂y

+α′β′(x− 1)∂x + α′β′(α + β − γ)

である. 従って P33 は Y に沿ってフックス型であり, その形式シンボルは

σ̂(P33) = y2∂y
3 + (2γ − α− β + 1)y∂y

2 + (γ − α)(γ − β)∂y

となる.

lcoefFR(P31) = x(1− x), lcoefFR(P32) = x, lcoefFR(P33) = 1

であるから x0 ∈ C \ {0, 1} のとき, p = (x0, 0) ∈ Y において

eY (M, p) = {0, α− γ + 1, β − γ + 1}

であることがわかる. 従って α − γ, β − γ, α − β がいずれも整数でなければM の任意
の解析的な解 u は p の近傍で

u(x, y) = v1(x, y) + v2(x, y)y
α−γ+1 + v3(x, y)y

β−γ+1

という形に書ける. ただし
v1, v2, v3 ∈ C{x− x0, y}

である. 更に接方程式系を計算すると, 境界値 wi(x) := vi(x, 0) 達はそれぞれ

{x(1− x)∂x2 + (γ − (α + β + 1)x)∂x − αβ}w1 = 0,

(x∂x + α)w2 = 0,

(x∂x + β)w3 = 0

を満たすことがわかる. 故に v1(x, 0) は Gauss の超幾何関数で表わされ, 適当な定数
c2, c3 ∈ C によって

v2(x, 0) = c2x
−α, v3(x, 0) = c3x

−β
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と書けることがわかる.

Appell の超幾何関数 F1–F4 に対する方程式系について, それらの特異点集合の各々の
既約成分を Y とするとき, この章のアルゴリズムを用いてすべての場合について特性指
数と接方程式系を計算することができる. 計算の過程で, すべての場合について, フック
ス型であることも確かめられる. 以下に特性指数の結果を表にしておこう (接方程式系に
関する結果はすこし繁雑になるので省略する). この表に現れる特異点集合の既約成分は
すべて双有理的な座標変換によって直線に変換できるので, そのような座標変換を施した
後にアルゴリズムを適用する.

方程式系 特異点集合の 特性指数
　　　　 既約成分

x = 0 0, β′ − γ + 1

x = 1 0, γ − α− β
F1 y = 0 0, β − γ + 1

y = 1 0, γ − α− β′

x− y = 0 0, 1− β − β′

x = 0 0, 1− γ
x = 1 0, γ − α− β + β′

F2 y = 0 0, 1− γ′

y = 1 0, γ′ − α− β′ + β

x+ y = 1 0, γ + γ′ − α− β − β′

x = 0 0, α′ − γ + 1, β′ − γ + 1

x = 1 0, γ − α− β
F3 y = 0 0, α− γ + 1, β − γ + 1

y = 1 0, γ − α′ − β′

xy − x− y = 0 0, γ − α− α′ − β − β′ + 1

x = 0 0, 1− γ
F4 y = 0 0, 1− γ′

x2 + y2 − 2xy 0, γ + γ′ − α− β − 1/2

−2x− 2y + 1 = 0
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第7章 補遺

7.1 平坦性
この節では, 平坦性に関連した事実で, 本文で証明を省略したものについて証明を与え
ておこう. ブルバキの「可換代数」([Bou])の第 1章に書いてある程度の基本的な事実は,

証明なしで自由に用いることにする ([Bou]の第 2章以降の事項は仮定しない). まず定義
から始めよう:

定義 7.1.1. 一般に R を (乗法の単位元を持つ)環, E を右 R-加群とするとき, E が R 上
平坦 (flat) とは,

F ′ −→ F −→ F ′′

を左 R-加群の任意の完全系列とするとき, これから自然に定義される図式

E ⊗R F ′ −→ E ⊗R F −→ E ⊗R F ′′

がアーベル群の完全系列になることである.

平坦性の次の判定法は有用である ([Bou]1章 §2 命題 1,補題 3):

補題 7.1.2. 上の定義の記号の下で, E が R 上平坦であるための必要十分条件は, R の任
意の有限生成左イデアル I に対して, 自然な準同型

E ⊗R I −→ E ⊗R R = E

が単射であることである.

更にこの補題の条件を具体的に見るために, テンソル積が 0 になるための次の条件を引
用しておこう ([Bou]1章 §2 補題 10):

補題 7.1.3. R を環, E を右 R-加群, F を左 R-加群とする. {fλ}λ∈Λ を F の生成元の集
合, {eλ}λ∈Λ を有限個の λ ∈ Λ を除いて 0 であるような E の元の族とする. このとき
E ⊗R F において

∑
λ∈Λ eλ⊗ fλ = 0 であるための必要十分条件は, E の元からなる有限族

{xj}j∈J と, 各 λ ∈ Λ と j ∈ J に対してある ajλ ∈ R が存在して

(1) 有限個の組 (j, λ) ∈ J × Λ を除いて ajλ = 0;

(2) すべての j ∈ J について ∑
λ∈Λ ajλfλ = 0;

(3) すべての λ ∈ Λ について eλ =
∑
j∈J xjajλ;
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を満たすことである.

命題 7.1.4. K を体, x = (x1, . . . , xn) を変数とするとき, 形式巾級数環 K[[x]] は多項式
環 K[x] 上平坦である.

証明: f1, . . . , fs ∈ K[x] を任意にとって, それらの生成する K[x] のイデアルを I とする.

q1, . . . , qs ∈ K[[x]] が ∑s
i=1 qifi = 0 を満たしたとしよう. このとき K[[x]] ⊗K[x] I におい

て ∑s
i=1 qi ⊗ fi = 0 であることを示せば, 補題 7.1.2 から結論を得る. さて {f1, . . . , fs} は

2.3節の意味で, それらが生成する K[[x]] のイデアルの (δ = (1, . . . , 1) とした順序 ≺δ に
関する)グレブナ (標準)基底であると仮定しても一般性を失わない. このとき (q1, . . . , qs)

は (f1, . . . , fs) のシジジー加群に属することになるから, 定理 2.3.6によって, 適当な gij ∈
K[[x]] をとれば, そこでの記号を用いると

(q1, . . . , qs) =
∑

1≤i<j≤s
gij~vij

と書ける. これは J = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ s}として補題 7.1.3の条件が成り立つことを意
味するから (~vij は多項式を成分とするベクトルであることに注意せよ),

∑s
i=1 qi ⊗ fi = 0

を得る. 2

次に, 収束巾級数環が多項式環上平坦であることを示すために忠実平坦性について復習
しておこう ([Bou]1章 §3):

定義 7.1.5. E を環 R 上の右加群とする. このとき E が R 上忠実に平坦 (faithfully flat)

とは, 任意の左 R-加群の図式
F ′ −→ F −→ F ′′

について, これが完全系列であることと, これから自然に定義される図式

E ⊗R F ′ −→ E ⊗R F −→ E ⊗R F ′′

が完全系列であることとが同値であることである.

次の補題は忠実平坦性のひとつの特徴付けを与える ([Bou]1章 §3 命題 1):

補題 7.1.6. E を環 R 上の右平坦加群とする. このとき E が R 上忠実に平坦であるた
めの必要十分条件は, R の任意の極大左イデアル I に対して EI 6= E であることである.

さらに次の事実を用いる ([Bou]1章 §3 命題 7):

補題 7.1.7. R を環, R′ を R の部分環とする. E を忠実に平坦な右 R-加群とする. この
とき, E が右 R′-加群として平坦であるための必要十分条件は, R が右 R′-加群として平
坦であることである.

命題 7.1.8. K を複素数体の部分体とするとき,形式巾級数環K[[x]]は収束巾級数環K{x}
上忠実に平坦である.
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証明: (1) K[[x]] が K{x} 上平坦であること: 定理 2.1.22において g1, . . . , gs ∈ K{x} と
すれば, Weierstrass-広中の割算定理によって, ~vij の成分はすべて収束巾級数とすること
ができる. 従って, 命題 7.1.4の証明と全く同じ論法で K[[x]] は K{x} 上平坦であること
がわかる.

(2) K{x} の極大イデアルは x1, . . . , xn の生成するイデアル I のみである. K[[x]]I =

K[[x]]x1 + · · · +K[[x]]xn 6= K[[x]] であるから, 補題 7.1.6 によって K[[x]] は K{x} 上忠
実に平坦である. 2

系 7.1.9. K を複素数体の部分体とするとき, 収束巾級数環 K{x} は多項式環 K[x] 上平
坦である.

証明: E = K[[x]], R = K{x}, R′ = K[x] として補題 7.1.7を適用すればよい. 2

命題 7.1.10. 解析的微分作用素環 D0 は Weyl 代数 An 上平坦である.

証明: 系 4.4.10を用いれば, 命題 7.1.4と同じ論法で結論を得る. 2

最後に, 定理 2.1.22が収束巾級数環においても成立することを証明しよう (実はこの事
実は定理 4.2.18, 従って系 4.4.10の証明で用いられている).

命題 7.1.11. K を C の部分体とすると, 定理 2.2.11(従って定理 2.1.22も) が R = K[[x]]

を R = K{x} で置き換えてもそのまま成立する.

証明: R 以外は定理 2.2/11の記号をそのまま用いよう. K{x}-加群の図式

K{x}s(s−1)/2 ψ−→ K{x}s ϕ−→ K{x}r (1.1)

を
ψ(uij) :=

∑
1≤i<j≤s

uij~vij, ϕ((f1, . . . , fs)) :=
s∑
i=1

fi~gi

で定義しよう. このとき (1.1) から導かれる図式

K[[x]]s(s−1)/2 ψ−→ K[[x]]s
ϕ−→ K[[x]]r

は, 定理 2.2.11によって完全系列である. ここで K[[x]] は K{x} 上忠実に平坦だから,

(1.1) は完全系列である. これは, 定理 2.2.11が R = K{x} のときも成立することを意味
する. 2

7.2 接方程式系の特性多様体
ここでは, 本文で省略した定理 3.5.9の (2)の証明を述べる. この事実の証明は擬微分作
用素の環の層を導入して超局所的に考察するのが, 一番簡明であろうが, ここでは微分作
用素環の範囲で初等的かつ具体的な証明を与えよう. 定理 3.5.9の (1)の証明と同様の論法
により, Y の余次元が 1 で, M が一つの切断で生成される (すなわち未知関数が 1個の)

場合について証明すれば十分である. すなわち次の命題を示せばよい:
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命題 7.2.1. M を 0 ∈ Cn の近傍で定義された連接左 D-加群で, ある切断 u ∈M によっ
てM = Du が 0 の近傍で成立するものとする. Y := {(x1, x2, . . . , xn) | x1 = 0} として,

ρ : Ξ 3 (0, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . , ξn) 7−→ (x2, . . . , xn; ξ2, . . . , ξn) ∈ T ∗Y

とすると, Y がM に関して非特性的ならば Char(MY ) ⊂ ρ(Char(M) ∩ Ξ) が成立する.

証明: I := {P ∈ D | Pu = 0} とおく. 以下 x′ = (x2, . . . , xn), ξ
′ = (ξ2, . . . , ξn),

∂′ = (∂2, . . . , ∂n) と書こう. Y がM に関して非特性的なことから

P0 = ∂1
m +B1(x, ∂

′)∂1
m−1 + . . .+Bm(x, ∂′)

かつ ord(Bj) ≤ j (j = 1, . . . ,m)という形に表わせるような P0 ∈ I0が存在する. このとき,

MY は DY -加群として,剰余類 [u], [∂1u], . . ., [∂1
m−1u]で生成される. I を {σ(P ) | P ∈ I}

で生成される O[ξ] のイデアルとする. f0 := σ(P0) として, 適当な f1, . . . , fs ∈ I0 をとれ
ば, I は局所的に f0, f1, . . . , fs で生成されるようにできる.

さて ξ′0 = (ξ0
2 , . . . , ξ

0
n) ∈ Cn−1 を固定して, (0; ξ′0) 6∈ ρ(Char(M)∩Ξ) と仮定しよう. 以

下では [CLO]の 3章と同様の終結式による消去法の理論を用いて (0; ξ′0) 6∈ Char(MY )を
証明しよう. 必要なら十分大きな自然数 N を用いて, f1 を f1 + f0ξ1

N で置き換えること
により, f2, . . . , fs の ξ1 に関する次数は f1 の ξ1 に関する次数よりも小さく, かつ f1 は ξ1
についてモニックと仮定してよい. 新しい変数 t1, . . . , ts を導入して, f0 と t1f1 + . . .+ tsfs
の ξ1 の多項式としての終結式

h := Res(f0, t1f1 + . . .+ tsfs, ξ1) ∈ O0[ξ
′, t1, . . . , ts]

を考えよう. これを t1, . . . , ts について展開して

h =
∑
α

hαt1
α1 · · · tsαs , hα ∈ O0[ξ

′]

と書こう. ここで和は α = (α1, . . . , αs) ∈ Ns について有限和である. 終結式の性質から,

適当な a, b ∈ O0[ξ
′, t1, . . . , tn] が存在して

af0 + b(t1f1 + . . .+ tsfs) = h

が成立する. この両辺を t1, . . . , ts について展開して比較すれば, 各 hα は f0, f1, . . . , fs の
O0[ξ]-係数の 1次結合で表わせることがわかる. 従って, すべての α について hα ∈ I0 で
ある.

次に, ある α について hα(0; ξ′0) 6= 0 となることを示そう. すべての α について
hα(0, ξ

′0) = 0 と仮定すると, C[t1, . . . , ts] の元として h(0; ξ′0, t1, . . . , ts) = 0 である. ここ
で, f1 についての仮定から

∑s
i=1 tifi(0, ξ1, ξ

′0) の ξ1 についての次数は f1 のそれに等しい
から, 終結式の定義により

Res(f0(0; ξ1, ξ
′0), t1f1(0; ξ1, ξ

′0) + · · ·+ tsfs(0; ξ1, ξ
′0), ξ1) = h(0; ξ′0) = 0

が成り立つ. 従って終結式の性質から, ξ1 について 1次以上のある多項式 g(ξ1, t1, . . . , ts) ∈
C[ξ1, t1, . . . , ts] が存在して, g は C[ξ1, t1, . . . , ts] において, f0(0; ξ1, ξ

′0) と t1f1(0, ξ1, ξ
′0)+
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. . .+ tsfs(0, ξ1, ξ
′0)を共に割り切る. f0(0, ξ1, ξ

′0)は t1, . . . , ts を含まないから, g も同様,す
なわち g ∈ C[ξ1] でなければならない. 従って, g は各 fi(0; ξ1, ξ

′0) (i = 1, . . . , s) を C[ξ1]

において割り切る. 故に g(c) = 0 なる c ∈ C をとれば

fi(0; c, ξ′0) = 0 (∀i = 0, 1, . . . , s)

となる. これは (0; c, ξ′0) ∈ Char(M) を意味するので, 最初の仮定に反する. 以上により,

I0 ∩O0[ξ
′] の元 f で, f(0; ξ′0) 6= 0 を満たすものが存在することがわかった. f を ξ′ につ

いての斉次成分に分解することにより, 最初から f は ξ について斉次と仮定してよい.

以上の事実を用いて (0; ξ′0) 6∈ Char(MY ) を示そう. まず σ(P ) = f なる P ∈ I0 をと
る. 各 j = 0, 1, . . . ,m− 1 に対して ∂1

jP は

∂1
jP = Q(x, ∂′)∂1

j +Q′
j(x, ∂) (2.1)

かつ ord(Q′
j) < ord(P ) + j という形に書け, かつ σ(Q)(0, ξ′0) = f(0, ξ′0) 6= 0 となること

がわかる. Q′
j を P0 で割算すれば

Q′
j = RjP0 +

m−1∑
ν=0

Q′
jν(x, ∂

′)∂1
ν (2.2)

かつ
ord(Q′

jν) + ν ≤ ord(Q′
j) < ord(P ) + j (2.3)

という形にできる. 各整数 k に対して

Mk := DY (k)[u] +DY (k − 1)[∂1u] + · · ·+DY (k −m+ 1)[∂1
m−1u] ⊂MY ,

Nk := {(R0, R1, . . . , Rm−1) ∈ DY (k)⊕DY (k − 1)⊕ · · · ⊕ DY (k −m+ 1) |
m−1∑
j=0

Rj[∂1
ju] = 0 inMY }

とおこう. ただしここで DY (k) は高々階数 k の DY の切断からなる部分層を表わす. こ
のとき, {Mk} はMY の good filtration であり, 完全系列

0 −→
⊕
Nk/Nk−1 −→ (OY [ξ′])m −→

⊕
Mk/Mk−1 −→ 0

が存在するから, gr(N ) :=
⊕Nk/Nk−1 とおくと, 3.4節の議論から

Char(MY ) = {p = (x′, ξ′) | (OT ∗Y ⊗OY [ξ′] gr(N ))p 6= (OT ∗Y )mp }

を得る. さて ∂1
jPu = 0 と (2.1)と (2.2)から, 各 j = 0, . . . ,m− 1 について,

(Q′
j0, . . . , P +Q′

jj, . . . , Q
′
j,m−1) ∈ N :=

∪
k∈Z

Nk

が成り立ち, さらに (2.3) から (0, . . . , f, . . . , 0) ∈ gr(N ) を得る. f(0; ξ′0) 6= 0 に注意すれ
ば, これは (0; ξ′0) 6∈ Char(MY ) を意味する. 2
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あとがき

1章の内容は標準的である. もちろん本質的には B. Buchberger ([Bu1], [Bu2] など)に
よる. ここでは本書のあとの部分で必要となる最小限の事項しか述べなかった. 多項式環
のグレブナ基底についての証明まで完備した文献として, [CLO] と [BW] が最近出版され
た. 共にグレブナ基底の代数幾何, 数式処理などへの応用にも詳しく, この方面に興味を
持つ読者には是非一読を勧めたい. 特に [CLO] に書いてある終結式とグレブナ基底を用
いた消去法の論法を, 5.3節と 7.2節で援用した.

2章の内容も標準的である. 巾級数環のグレブナ基底 (標準基底)の理論とアルゴリズム
は, 広中平祐, Briançon, Galligo, Lazard, Mora などを始めとする多くの人達の研究成果
の集成と言えよう. しかしながら, このような内容についてのまとまった文献は, あまり
見当らない. そこで, このような形で整理しておくことも少しは意味があろう. なお, 2章
で用いた順序を一般化することも重要な問題であろうが, 少なくとも収束巾級数環につい
ては, 筆者はより一般的な結果については知らない. 形式巾級数環については, ある程度
一般化がなされている.

3章の内容のうち, 3.3節以降はすべて柏原正樹による. 特に [Kash1], [Kash2] を参考に
した. なるべく初等的な証明を心掛けたが, 連接性に関する事柄はいずれも多変数関数論
の深い結果に依存しており, 証明なしで認めることにした. なおここで述べた D-加群の
理論とその発展である超局所解析については, 上記の他, 例えば [Bj1], [Bj2], [Ma], [SKK],

[Sch] などを参照されたい.

4章の内容のうち 4.1節は [Tak1], [KW] の特別な場合である. 特に Weyl 代数について
グレブナ基底の理論とアルゴリズムが適用できることは, これらより早く [Ga2] で指摘さ
れた. また, 有理関数係数の微分作用素環については [Nou] で独立に考察されている. 4.2

節の内容は [Ca] によるものである. 4.3, 4.4節の内容は筆者による. Weyl 代数 ([Ga2])と
解析的微分作用素環 ([Ca]) のグレブナ基底との関連が従来ほとんど考察されていなかっ
たようなのは不思議である.

5章の内容のうち 5.1節はさほど目新しくないであろう. [Tak1], [Tak3] は代数的な微分
作用素環で類似の問題を定式化している. 特に [Tak1] では微分差分作用素環のグレブナ
基底の応用として, 多変数特殊関数の近接関係式を求める問題が解かれており, 興味深い.

またごく最近出版された [Mai] に解析的微分作用素環での定式化がある. (1変数の場合は
[BM] が詳しい.) 5.2と 5.3節の内容は [Oa1] による. 他に [Tak2] ではホロノミック系の
積分の問題が扱われている.

6章の内容は [Oa2], [Oa4] による. [Oa2] では FW-グレブナ基底でなく FR-グレブナ基
底を考察しているが, 実際の計算では, 有理関数係数でなくここで述べたように多項式係
数の微分作用素環の中ですべて計算した方が効率的であろう. ここで用いた種類の順序は
1,2,4章で述べたような通常のグレブナ基底の理論で用いられる順序とは異なる種類のも
のである. この種の順序はおそらく [SO], [OS] で最初に用いられたものである. 順序をこ
の種のものまで込めて一般化して, 4章と 6章の理論を統一的に扱うことは今後の課題で
あろう. 与えられた方程式系がフックス型かどうかを判定する問題は, 現在のところ未解
決である (形式的にフックス型かどうかは判定できる). また, 6.5節の接方程式系の計算ア
ルゴリズムも厳密な意味では不完全である. すなわち定理 6.5.3において j0 の “effective”
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な上からの評価は, 少なくとも筆者には不明である. なおこの章で考察した問題に対して,

[Tak4] では少し異なったアプローチが試みられている.

7.1節の内容は目新しくはないと思うが,このように平坦性をグレブナ基底との関連で
扱っている文献を筆者は知らない.

WEB公開版への追記

6章では多項式係数の形式的フックス型方程式系に対して，Y の generic point におけ
る特性指数の計算アルゴリズムを示したが，任意の点における特性指数を計算するアルゴ
リズムが [Oa5] で与えられた．6.5節では接方程式系の計算アルゴリズムが上述の通り不
完全であったが，完全なアルゴリズムが [Oa6] で与えられた．以上についてはWeyl代数
の枠組みのみではあるが [Oa7] の 5章でも解説されている．また，与えられた方程式系が
フックス型がどうかを判定するアルゴリズムは [Oa8] （さらに一般の場合は [Oa9]）で与
えられた．4章と 6章で考察した微分作用素環における割り算アルゴリズムの一般化，特
に tangent cone algorihtm については [GOT] で考察されている．
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