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はじめに
代数方程式（2次方程式，3次方程式,...）の解（正式には根 (root)という）を求めるこ
とは 1800年頃までは代数学の最も重要な問題と考えられていた．2次方程式の根の公式
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は少なくとも 830年頃にはアラビア人に知られていた（代数学を表す algebra はアラビア
語に由来する）．3次方程式の根の公式は 1530年頃イタリアのタルタリア (Tartaglia)や
カルダノ (Cardano)らによって発見され，更にそのすぐ後にはカルダノの弟子フェラーリ
(Ferrari)によって 4次方程式の根の公式も見出された．
その後約 300年に渡って 5次方程式の根の公式を求めることが代数学の中心的な問題と
なったが誰も見出すことができなかった．そして，群の考え方を取り入れたラグランジュ
(Lagrange, 1736–1813)，ルフィニ (Ruffini, 1765–1822)らの研究を経て最終的に 1826年に
ノルウェーのアーベル (Abel, 1802–1829)によって 5次以上の方程式の根の公式は不可能
である（存在しない）ことが証明された．彼に因んで可換群はアーベル群とも呼ばれる．
一方，ガウス (Gauss, 1777–1855)は 1799年に代数方程式の根が複素数の範囲で必ず存
在すること（代数学の基本定理）を証明した．ただし根が存在しても，それを具体的に表
せるかどうかは別問題である．
5次以上の代数方程式の根の公式は存在しないが，個々の方程式の根を（四則演算と根
号を用いて）具体的に表せる場合もある．フランスのガロア (Évariste Galois, 1811–1832)

は 1832年の遺稿の中で，与えられた方程式の根が四則演算と根号を用いて表示できるた
めの必要十分条件を，方程式に付随した群（Galois群と呼ばれる）の性質を用いて与え
た．そのために体とその拡大の概念を導入した．これがガロア理論の原型である．体の拡
大と群との対応を記述することがガロア理論の本質であり，代数方程式の可解性の問題は
（歴史的には重要であったが現在では）その応用の１つに過ぎない．
この講義では，ガロア理論の基本的な部分を群，環，体などの現代の代数学の言葉を用
いて解説する．体としては複素数体の部分体（古典的な場合と呼ばれる）を主に扱う．
なお，「環と加群の基礎」の内容，特に単項イデアル整域 (PID)についての事項は既知
として自由に用いるので，必要に応じて参照してください．

1 体とその拡大
まず環と体の定義を復習しておこう．

定義 1.1 集合 R が環 (ring)であるとは，2つの 2項演算（加法と乗法）

R×R ∋ (a, b) 7−→ a+ b ∈ R, R×R ∋ (a, b) 7−→ ab ∈ R,

が定義され次の性質を満たすことである．

(1) 任意の a, b, c ∈ R に対して (a+ b) + c = a+ (b+ c) が成立する．（加法の結合法則）

(2) 任意の a, b ∈ R に対して a+ b = b+ a が成立する．（加法の交換法則）

(3) R の元 0R が存在して，任意の a ∈ R に対して a+ 0R = a が成立する．（0R を加法
についての単位元といい，通常は単に 0 で表す．）

(4) R の任意の元 a に対してある b ∈ R が存在して a + b = 0 が成立する．このとき
b = −a と表し a の加法についての逆元という．

http://lab.twcu.ac.jp/oaku/algebra.pdf
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(5) 任意の a, b, c ∈ R に対して (ab)c = a(bc) が成立する．（乗法の結合法則）

(6) R のある元 1R が存在して，任意の a ∈ R に対して a1R = 1Ra = a が成立する．（1R
を乗法についての単位元といい，通常は 1 で表す．）

(7) 任意の a, b, c ∈ R に対して a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc が成立する．（分配
法則）

a, b ∈ R に対して，a − b = a + (−b) と定義する．さらに次の条件が成立するとき R は
可換環 (commutative ring) であるという．

(8) 任意の a, b ∈ R に対して ab = ba が成立する．（乗法の交換法則）

定義 1.2 K が 0 以外の元を含む可換環であって，0 と異なる K の任意の元 a に対して
ab = ba = 1 を満たす b ∈ K が存在するとき，K を体 (field)という．このとき b = a−1

と表し，a の乗法についての逆元という．

たとえば Q,R,C は体である．これらをそれぞれ有理数体，実数体，複素数体という．
K と L を体とする．写像 σ : K → L が環としての準同型であるとき，すなわち

(1) σ(a+ b) = σ(a) + σ(b) (∀a, b ∈ K)

(2) σ(ab) = σ(a)σ(b) (∀a, b ∈ K)

(3) σ(1K) = 1L (1K , 1L はそれぞれ K, L における乗法の単位元)

を満たすとき，σ を体準同型という．もし ab = 1 であれば σ(a)σ(b) = σ(ab) = 1 である
から，σ(a−1) = σ(a)−1 が成立する．
体準同型 σ の核 Kerσ = {a ∈ K | σ(a) = 0} は K のイデアルであるが，体 K の
イデアルは {0} または K のいずれかであり，σ(1) = 1 より σ は 0写像ではないから，
Kerσ = {0}，従って σ は単射（1対 1写像）である．体準同型が全単射であるとき体同
型という．特に体 K からKへの体同型のことを K の自己同型という．

例 1.1 複素数 z = x + iy (x, y ∈ R)に対して共役複素数 z = x − iy を対応させる写像
σ : C ∋ z 7→ z ∈ C は複素数体 C の自己同型であり，R の元を固定する．すなわち，任
意の x ∈ R に対して σ(x) = x = x である．また，σ2 = σ ◦ σ (写像の合成）はC から C
への恒等写像 idC となる．

定義 1.3 (多項式環) K を体，x1, . . . , xnを不定元（文字）とするとき，非負整数m1, . . . ,mn

に対して xm1
1 · · · xmn

n という式を単項式という．有限個の単項式のK係数の 1次結合で表
される式を K係数の多項式という．K係数の多項式の全体をK[x1, . . . , xn] と表す．これ
は自然な加法と乗法により可換環となり，K上の n変数多項式環とよばれる．

体上の 1変数多項式環は単項イデアル整域 (PID)である（「環と加群の基礎」参照）．

http://lab.twcu.ac.jp/oaku/algebra.pdf
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定義 1.4 L が体であって，L の部分集合 K が L と同じ演算によって体であるとき，K
を L の部分体 (subfield) ，L を K の拡大体 (extension field)という．このとき簡単のた
め L ⊃ K は体の拡大であるという．L ⊃ K を L/K と略記することもある．

たとえば，Q と R は C の部分体，C は R と Q の拡大体，R は Q の拡大体である．

補題 1.1 L を体とする．ある（添字）集合 Λ があって，任意の λ ∈ Λ について L の部
分体 Kλ が対応しているとすると，これらの共通部分K :=

∩
λ∈Λ

Kλ はL の部分体である．

証明: a, b ∈ K とすると，任意の λ ∈ Λ について a, b ∈ Kλ であり Kλ は体であるから，
a+ b ∈ Kλ, ab ∈ Kλ である．さらに a ̸= 0 ならば a−1 ∈ Kλ である．以上により a+ b, ab

は K に属し，a ̸= 0 ならば a−1 も K に属する．□
L を体 K の拡大体として，α1, . . . , αn ∈ L とする．このとき K と α1, . . . , αn を含む
ような L の部分体のうち最小のものが存在する．実際 K と α1, . . . , αn を含むような L

のすべての部分体を考え，それらの共通部分をとればよい．この体をK(α1, . . . , αn) と表
して，K に α1, . . . , αn を添加した体，または K上 α1, . . . , αn で生成される体という．特
に n = 1 のとき，K(α1) を K の単純拡大（体）という．

補題 1.2 L ⊃ K を体の拡大，α1, . . . , αn ∈ L とすると，

K(α1, . . . , αn) =
{f(α1, . . . , αn)

g(α1, . . . , αn)
| f, g ∈ K[x1, . . . , xn], g(α1, . . . , αn) ̸= 0

}
が成立する．ここで K[x1, . . . , xn] は不定元 x1, . . . , xn についての K 係数多項式の全体
を表す．

証明: 右辺の集合をK ′とおくと，K ′が体であることは容易に確かめられる．f(x1, . . . , xn) =
xi, g(x1, . . . , xn) = 1 とすれば αi ∈ K ′ であることもわかるから，K(α1, . . . , αn) ⊂ K ′ で
ある．一方，f(α1, . . . , αn)/g(α1, . . . , αn) はK のいくつかの元 (多項式 f, g の係数）と
α1, . . . , αn から加減乗除を何回か行ったものであるから，K(α1, . . . , αn) に属さなければ
ならない．よって K(α1, . . . , αn) = K ′ である．□

例 1.2 体の拡大 C ⊃ Q において Q(
√
2) を考えよう．上の補題によって

Q(
√
2) =

{f(√2)

g(
√
2)

| f, g ∈ Q[x], g(
√
2) ̸= 0

}
であるが，(

√
2)2 = 2 ∈ Q であるから，f と g は 1次式であるとしてよい．すなわち

Q(
√
2) =

{a√2 + b

c
√
2 + d

| a, b, c, d ∈ Q, c
√
2 + d ̸= 0

}
となる．さらに c = d = 0 でなければ±c

√
2 + d ̸= 0 であり，分母を有理化すると

1

c
√
2 + d

=
−c

√
2 + d

−2c2 + d2
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となるから，結局
Q(

√
2) = {a

√
2 + b | a, b ∈ Q}

であることがわかる．
√
2 は有理数ではないから，a

√
2 + b という表示は一意的である．

補題 1.3 L ⊃ K を体の拡大, α, β ∈ L とすると，K(α, β) = K(α)(β) = K(β)(α) が成立
する．

証明: K(α)(β)は α, β と K を含む体であるから，K(α)(β) ⊃ K(α, β)が成立する．一方，
K(α, β) は K(α) と β を含むから，K(α, β) ⊃ K(α)(β) が成立する．従って K(α)(β) =

K(α, β) である．□
L ⊃ K を体の拡大とすると，L を K 上のベクトル空間とみなすことができる．実際，

L における加法は L の体としての加法であり，α ∈ L と c ∈ K に対して cα (L におけ
る積）を α のスカラー (c)倍とみなせばよい．これがベクトル空間の公理をみたすこと
は容易に確認できる．このとき L の K 上のベクトル空間としての次元を [L : K] で表し
て，L の K 上の（または拡大 L ⊃ K の）（拡大）次数と呼ぶ．次数は自然数または無
限大である．特に次数が有限である（無限大でない）とき，L ⊃ K は有限次拡大 (finite

extension) であるという．[L : K] = n であるとき，L ⊃ K は n次拡大であるともいう．

例 1.3 C の任意の元 α は実数 a, b によって a + bi = a1 + bi と一通りに表されるから，
1 と i は C を R上のベクトル空間とみなしたときの基底である．従って [C : R] = 2 で
ある，

L ⊃ K を体の拡大とする．α ∈ L に対して

I(α) := {f ∈ K[x] | f(α) = 0}

は 1変数多項式環 K[x] のイデアルであることが容易にわかる．このイデアルが {0} でな
いとき，すなわち I(α) が 0 でない多項式を含むとき，α は K上代数的 (algebraic) であ
るという．K[x] は単項イデアル整域 (PID)であるから，このとき I(α) の元のうちモニッ
ク（最高次の係数が 1）で次数最小のもの fα(x) がただ１つ存在して，I(α) は fα(x) の
倍元の全体となる．この fα(x) のことを α の K上の最小多項式 (minimal polynomial)と
いう．

命題 1.1 (1) α の K上の最小多項式 fα は K[x] の既約元である．

(2) 逆に f(x) が K[x] の既約元かつモニックであり f(α) = 0 を満たせば f(x) = fα(x)

である．

証明: (1) fα = gh を満たす 1次以上の g, h ∈ K[x] が存在したとすると，0 = fα(α) =

g(α)h(α) より g(α) = 0 または h(α) = 0 が成立するから g または h は I(α) に属しその
次数は deg fα より小だから fα の定義に反する．
(2)K[x]におけるモニックな既約多項式 f(x)が f(α) = 0を満たせばf ∈ I(α) = K[x]fα
であるから f は fα で割り切れるが，f は既約だから f は fα の定数倍でなければならな
い．f も fα もモニックであるから f = fα でなければならない．□
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なお，I(α) = {0} のときは α は K上超越的 (transcendental)であるという．（この講義
では超越的な場合は扱わない．）

例 1.4 虚数単位 i =
√
−1 ∈ Cの R上の最小多項式は f(x) = x2+1である．実際，iの R

上の最小多項式を g(x)とすると，f(i) = 0より f(x)は g(x)の倍元だから f(x) = g(x)で
なければ g(x)は1次式であり g(x) = ax+b (a, b ∈ R)と書ける．このとき 0 = g(i) = b+ia

であるが，複素数の定義より，これは a = b = 0 を意味するから g(x) = 0 となり矛盾で
ある．以上により f(x) = g(x) が示された．

例 1.5
√
2 ∈ Rの Q上の最小多項式は f(x) = x2−2である．実際，

√
2の Q上の最小多

項式を g(x) とすると，f(
√
2) = 0 より f(x) は g(x) の倍元だから f(x) = g(x) でなけれ

ば g(x)は 1次式であり g(x) = ax+b (a, b ∈ Q)と書ける．このとき 0 = g(
√
2) = a

√
2+b

であるが，もし a ̸= 0 ならば
√
2 = −b/a となり

√
2 が無理数であることに反する．従っ

て a = b = 0 すなわち g(x) = 0 となり矛盾である．以上により f(x) = g(x) が示された．

定理 1.1 L ⊃ K を体の拡大として，α ∈ L は K上代数的であると仮定する．α の K上
の最小多項式を fα とする．deg fα = n とすると，1, α, . . . , αn−1 が K(α) のKベクトル
空間としての基底となる．特に K(α) = K[α] := {f(α) | f(x) ∈ K[x]} であり，

[K(α) : K] = deg fα

が成立する．さらに，K(α) は剰余環（体）K[x]/K[x]fα に体として同型である．

証明: K[x] から L への写像 φ を

φ(f) = f(α) (f = f(x) ∈ K[x])

により定義する．φ が環準同型であり，Kerφ = I(α) であることは容易にわかる．また
φ の像は

K[α] := {f(α) | f(x) ∈ K[x]}

である．環準同型定理により，環同型

φ : K[x]/I(α)
∼−→ K[α]

であって，任意の f ∈ K[x] について φ([f ]) = φ(f) を満たすものが存在する．ここで [f ]

は f の K[x]/I(α) における同値類を表す．I(α) = K[x]fα であり，fα は K[x] の素元で
あるから，I(α) は単項イデアル整域 K[x] の {0} と異なる素イデアル，従って極大イデ
アルである．よって K[x]/I(α) は体であるから，それと環として同型な K[α] も体とな
る．g ∈ K[x] が g(α) ̸= 0 を満たせば，g(α) ∈ K[α] \ {0} より 1/g(α) ∈ K(α) もK[α]

の元となる．従って K(α) = K[α] である．
任意の f ∈ K[x] に対して q, r ∈ K[x] が存在して

f = qfα + r, deg r < n = deg fα
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となる．r(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1 (ck ∈ K)とすると，

f(α) = q(α)fα(α) + r(α) = r(α) = c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1

より，1, α, . . . , αn−1 はKベクトル空間 K(α) を張る．一方，

c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1 = 0, c0, c1, . . . , cn−1 ∈ K

とすると，r(x) := c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1 は I(α) に属し deg r < n = deg fα であるか

ら，多項式として r = 0，すなわち c0 = c1 = · · · = cn−1 = 0 でなければならない．□

例 1.6 α = 3
√
2 ∈ Cとおく．(αは 3乗すると 2になるような実数である．) f(x) = x3−2

は Q[x] において既約であることを示そう．f(x) が既約でないと仮定すると f(x) はあ
る 1次式 x − c (c ∈ Q)で割り切れる．互いに素な整数 p, q によって c = p/q とおく
と，f(p/q) = 0 より p3 = 2q3 を得る．よって p は偶数でなければならないから p = 2k

(k ∈ Z) とおける．このとき 8k3 = 2q3 すなわち 4k3 = q3 より q も偶数となるが，これ
は矛盾である．以上により f(x) は Q上既約であることが示された．従って f(x) は α の
最小多項式であるから，[Q(α) : Q] = deg f = 3 であり，Q上のベクトル空間として

Q(α) = Q+Qα +Qα2 = {c0 + c1α + c2α
2 | c0, c1, c2 ∈ Q}

が成り立ち，1, α, α2 は Q上 1次独立である．

命題 1.2 L ⊃ K が体の有限次拡大であれば L の任意の元 α はK上代数的であり，α の
K上の最小多項式の次数は [L : K]以下である．

証明: α ∈ L とする．n = [L : K] とすると，1, α, . . . , αn は K上 1次従属であるから，0

でない高々 n次の多項式 f(x) ∈ K[x] があって，f(α) = 0 となる．よって α は K上代
数的である．α の最小多項式は f(x) を割り切るから，その次数は deg f ≤ n以下である．
□

定理 1.2 L ⊃ K と K ⊃ F が共に体の有限次拡大であれば，L ⊃ F も有限次拡大であり，

[L : F ] = [L : K][K : F ]

証明: L のKベクトル空間としての基底を α1, . . . , αn, K の F ベクトル空間としての基
底を β1, . . . , βm とするとき，αjβk (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ m) が L の F ベクトル空間とし
ての基底であることを示そう．α を L の任意の元とすると，K の元 c1, . . . , cn が存在し
て α = c1α1 + · · ·+ cnαn と表される．また cj (1 ≤ j ≤ n) に対してある cj1, . . . , cjm ∈ F

が存在して
cj = cj1β1 + · · ·+ cjmβm

と表される．以上をまとめると

α =
n∑

j=1

m∑
k=1

cjkαjβk
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となるから αjβk (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ m) は L を張る．ここで，

n∑
j=1

m∑
k=1

cjkαjβk =
n∑

j=1

(
m∑
k=1

cjkβk

)
αj = 0

と仮定すると，α1, . . . , αn が K上 1次独立であることから

m∑
k=1

cjkβk = 0 (1 ≤ j ≤ n)

となる．β1, . . . , βmが F上1次独立であることからcjk = 0を得る．よって αjβk (1 ≤ j ≤ n,

1 ≤ k ≤ m) は F 上 1次独立である．以上により [L : F ] = nm = [L : K][K : F ] を得る．
□

系 1.1 L ⊃ K が体の拡大であり，α1, . . . , αn ∈ LがすべてK上代数的ならばK(α1, . . . , αn) ⊃
K は有限次拡大である．

証明: αk は K上代数的だから K(α1, . . . , αk−1)上でも代数的である．従って有限次拡大
の列

K ⊂ K(α1) ⊂ K(α1, α2) ⊂ · · · ⊂ K(α1, . . . , αn)

に上の定理を適用すればよい．□

定理 1.3 体の拡大 L ⊃ K について，次の 2条件は同値である．

(1) L ⊃ K は有限次拡大である．

(2) K上代数的な有限個の Lの元 α1, . . . , αn があって，L = K(α1, . . . , αn)が成立する．

証明: (1) ⇒ (2): L ⊃ K は有限次拡大であると仮定して (2)が成立することを [L : K] に
ついての帰納法で示す．[L : K] = 1 のときは L = K であるから (2)は n = 0で成立す
る．[L : K] > 1 として，α ∈ L \K を任意にとる．このとき L ⊃ K(α) ' K であり，定
理 1.2より

[L : K(α)] = [L : K]/[K(α) : K] < [L : K]

であるから，帰納法の仮定によりK(α) 上代数的な L の元 β1, . . . , βm が存在して

L = K(α)(β1, . . . , βm) = K(α, β1, . . . , βm)

となる．命題 1.2より β1, . . . , βm はK上代数的であるから (2)が示された．
(2) ⇒ (1) は系 1.1より従う．□
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例 1.7 体の拡大 C ⊃ Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2)(

√
3) ⊃ Q を考える．α :=

√
2 の Q上の最小

多項式は f(x) = x2 − 2 であり，
√
3 の Q上の最小多項式は g(x) = x2 − 3 である．√

3 は Q(
√
2) に属さないことを示そう．もし

√
3 ∈ Q(

√
2) とすると，ある有理数 a, b

が存在して
√
3 = a

√
2 + b と表される．両辺を 2乗して整理すると

2ab
√
2 = 3− 2a2 − b2

となり
√
2 は有理数でないから，ab = 0 でなければならない．a = 0 とすると，

√
3 =

±b ∈ Q となって矛盾である．b = 0 とすると，3 = 2a2 となる．a =
p

q
(p, q ∈ Z は互い

に素）と表すと，2p2 = 3q2 となる．これから q は偶数であることがわかるので，q = 2k

(k ∈ Z)とおくと，p2 = 6k2，従って p も偶数でなければならない．これは p と q が互い
に素であることに反する．以上により，

√
3 ̸∈ Q(

√
2) であることが示された．√

3 ̸∈ Q(
√
2)より

√
3の Q(

√
2)上の最小多項式の次数は 2以上である．これと g(

√
3) =

0 から
√
3 の Q(

√
2)上の最小多項式も g(x) = x2 − 3 である．以上により

[Q(
√
2,
√
3) : Q] = [Q(

√
2,
√
3) : Q(

√
2)] [Q(

√
2) : Q] = 2 · 2 = 4

である．定理 1.2の証明より, 1,
√
2,
√
3,
√
6 が Q(

√
2,
√
3) の Q上の基底となる．

例 1.8 i =
√
−1 として，拡大体 Q(i,

√
2) の Q 上の拡大次数を求めよう．Q(i,

√
2) =

Q(
√
2)(i) と定理 1.2より

[Q(i,
√
2) : Q] = [Q(

√
2)(i) : Q(

√
2)][Q(

√
2) : Q] = 2[Q(

√
2)(i) : Q(

√
2)]

が成立する．f(x) = x2 + 1 とおくと f(i) = 0 であるが，f(x) = 0 は実根を持たないこ
とと Q(

√
2) ⊂ R より f(x) は i の Q(

√
2)上の最小多項式でもある．よって [Q(

√
2)(i) :

Q(
√
2)] = 2 であるから，[Q(i,

√
2) : Q] = 4 を得る．定理 1.2の証明より 1,

√
2, i,

√
2 i が

Q(i,
√
2) の Q上の基底である．

問題 1.1 次の各々の複素数 α の Q上の最小多項式と拡大次数 [Q(α) : Q] を求めよ．

(1) α =
√
5 + 1 (2) α =

−1 +
√
−3

2
(3) α =

3
√
4

問題 1.2 i =
√
−1 とするとき，拡大体 Q(i, 3

√
2) の Q 上の拡大次数 [Q(i, 3

√
2), Q] を求

めよ．

問題 1.3 i =
√
−1 とするとき，拡大体 Q(i

√
2,
√
3) の Q 上の拡大次数 [Q(i

√
2,
√
3) : Q]

を求めよ．また Q(i
√
2,
√
3) の Qベクトル空間としての基底を一組求めよ．

2 有理数係数多項式の既約性
一般に K を体とするとき，K係数多項式 f ∈ K[x]が K上既約であるとは，f が K[x]

の既約元 (=素元）であることと定義する．前節でも見たように，f が K 上既約である
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かどうかを判定することは重要な問題であるが，一般には困難である．ここでは K = Q
の場合に，既約性の判定法（十分条件）を２つ与える．
f ∈ Q[x] とする．f にある自然数（Q[x] の単元）を掛けることにより，f ∈ Z[x] とし
ても一般性を失わないことに注意する．f の次数 deg f が 1 であれば f は既約である．
deg f が 2 または 3 のときは，f が既約でないことと，f がある 1次多項式で割り切れる
こととが同値である．さらにこれは，剰余定理により f(a) = 0 を満たす有理数 a ∈ Q が
存在することと同値である．これは以下のように有限の手続きで判定できる．

定義 2.1 0 でない整数係数多項式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (n ≥ 0, ai ∈ Z, an ̸= 0)

に対して，f の係数 a0, a1, . . . , an のうち 0 と異なるもの全体の最大公約数を f の内容
(content)といい cont(f) で表す．f が原始多項式 (primitive polynomial)であるとは，f
の内容 cont(f) が 1 となることである．

たとえば f(x) = 3x2 − 6x + 4 のとき cont(f) = 1 であるから，f は原始多項式であ
る．f(x) = 3x2 − 6x + 9 のとき cont(f) = 3 であるから，f は原始多項式ではないが，
f(x) = 3(x2 − 2x+ 3) となり x2 − 2x+ 3 は原始多項式である．

補題 2.1 (Gaussの補題) f, g ∈ Z[x] とする．f と g が原始多項式ならば fg も原始多
項式である．

証明:

f = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 (an ̸= 0), g = bmx

m + · · ·+ b1x+ b0 (bm ̸= 0)

fg = cn+mx
n+m + · · ·+ c1x+ c0

とする．fg が原始多項式でないと仮定すると，ある素数 p があって c0, c1, . . . , cn+m はす
べて p の倍数となる．f と g は原始多項式だから，f と g 各々の係数で p の倍元ではな
いものが存在する．すなわち，非負整数 k と l が存在して，

p ̸ | ak かつ (j > k ⇒ p|aj), p ̸ | bl かつ (j > l ⇒ p|bj),

が成立する．このとき fg の xk+l の係数 ck+l は

ck+l = akbl + ak+1bl−1 + ak+2bl−2 + · · ·+ ak−1bl+1 + ak−2bl+2 + · · ·

となり，右辺の第 1項以外はすべて p の倍数である．一方 ak も bl も p の倍数ではなく，
p は素数だから akbl は p の倍数ではない．よって ck+l は p の倍数ではない．これは矛盾
であるから fg は原始多項式である．□

命題 2.1 g ∈ Z[x] を原始多項式とする．f ∈ Z[x] が Q[x] において g の倍元であれば f

は Z[x] においても g の倍元である．
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証明: f(x)が Q[x]において g(x)の倍元であれば，f(x) = g(x)h(x)を満たすh(x) ∈ Q[x]

が存在する．原始多項式 h0(x) ∈ Z[x] と a, b ∈ Z (b ̸= 0)が存在して h(x) = (a/b)h0(x)

と表せる．このとき Z[x] において bf(x) = ah0(x)g(x) が成立する．Gaussの補題により
h0(x)g(x) は原始多項式であるから，両辺の内容を比較して b cont(f) = a を得る．特に
a は b の倍数であるから c := a/b は整数である．従って h(x) = ch0(x) は Z[x] に属する
から f(x) = ch0(x)g(x) は Z[x] においても g(x) の倍元である．□

命題 2.2 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 (ai ∈ Z, n ∈ N, an ̸= 0, a0 ̸= 0)を Z[x] の原
始多項式とする．もし有理数 r が f(r) = 0 を満たせば，r = a/b かつ a|a0, b|an を満た
す整数 a, b が存在する．（特に an = 1 ならば r ∈ Z かつ r は a0 の約数である．）

証明: 互いに素な整数 a, b によって r = a/b と表すと，b(x− r) = bx− a は Q[x] におい
て f(x) の約元であり，Z[x] における原始多項式でもあるから，上の命題によって bx− a

はZ[x] において f(x) の約元である．従ってある n− 1次多項式 q(x) ∈ Z[x] が存在して
f(x) = (bx− a)q(x) と表せる．両辺の xn の係数と定数項を比較して結論を得る．□
この命題によって f ∈ Z[x] が 2次または 3次であれば，f の Q[x] における既約分解

（因数分解）を求めることができる．(4次以上でも可能な場合もある．）

例 2.1 f(x) = 2x3 − 3x2 − 11x+ 6 が有理数の根 a をもし持てば，a は ±1, ±2, ±3, ±6,

±1/2, ±3/2のいずれかである．たとえば f(−2) = 0となるので f(x)を x+2で割り算し
て f(x) = (x+2)(2x2 − 7x+3) を得る．さらに同様にして 2x2 − 7x+3 = (x− 3)(2x− 1)

と分解できるので Q[x] における既約分解 f(x) = (x+ 2)(x− 3)(2x− 1) を得る．（各因子
は整数係数多項式であることに注意．）

例 2.2 f(x) = x3 + 2x+ 1 の有理数根がもしあれば ±1 のどちらかであるが，f(±1) ̸= 0

であるから f(x) は Q上既約である．従って α を f(α) = 0 を満たす複素数（の一つ）と
すれば，f(x) は α の Q上の最小多項式であり，Q(α) は Q の 3次拡大である．

4次以上の多項式の場合は，たとえば

f(x) = x4 + x2 + 1 = (x2 + 1)2 − x2 = (x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)

より f は Q上既約でないが，x2 ± x+ 1 は Q上既約なので，f は有理数係数の 1次式で
は割り切れない．
次のアイゼンシュタイン (Eisenstein)の判定法は，既約性の十分条件を与える．

定理 2.1 (Eisensteinの判定法) 2次以上の整数係数多項式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (n ≥ 2, ai ∈ Z, an ̸= 0)

に対して，ある素数 p が存在して

p ̸ | an, p|ai (0 ≤ ∀i ≤ n− 1), p2 ̸ | a0

が成立すれば，f(x) は Q上既約である．



ガロア理論入門（大阿久俊則） 12

証明: f(x)が Q上既約でないと仮定すると，命題2.1によって1次以上の g(x), h(x) ∈ Z[x]
が存在して f(x) = g(x)h(x) が成立する．

g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b0, h(x) = cn−mx
n−m + xn−m−1x

n−m−1 + · · ·+ c0

とする．ai を ai ∈ Z の体 Fp = Z/pZ における同値類として，f(x) ∈ Fp[x] を

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

によって定義する．g(x), h(x) ∈ Fp[x] も同様に定義する．Z ∋ c 7→ c ∈ Fp が環準同型で
あることと f(x) = g(x)h(x) より

f(x) = g(x)h(x) = (bmx
m + · · ·+ b0)(cn−mx

n−m + · · ·+ c0)

が成立する．一方，仮定により Fp[x]において f(x) = anx
n かつ an ̸= 0であるから，g(x)

と h(x) は Fp[x] において xn を割り切る．従って g(x) = bmx
m, h(x) = cn−mx

n−m であ
る．特に g(x) と h(x) の定数項は共に p の倍数であるから，f(x) = g(x)h(x) の定数項
a0 は p2 の倍数でなければならないが，これは仮定に反する．以上により f(x) は Q上既
約である．□

例 2.3 n を 2以上の自然数とする．整数 a はある素数 p の倍数であるが p2 の倍数では
ないとすると，xn − a は Q上既約である．特に任意の素数 p について xn ± p は Q上既
約である．従って xn − p は n

√
p の最小多項式であり，Q( n

√
p) は Q の n次拡大である．

問題 2.1 次の多項式は Q上既約かどうか判定し，既約でなければ Q[x]における既約（素
元）分解を求めよ．

(1) x3 + x+ 1 (2) x3 + x2 + x+ 1 (3) x4 + 12x2 + 8x+ 6

(4) (x+ 1)4 + (x+ 1)3 + (x+ 1)2 + (x+ 1) + 1 （ヒント：展開する）

(5) x4 + x3 + x2 + x+ 1 （ヒント：(4)を用いる） (6) x6 − 1

問題 2.2 x4 +1 が Q上既約であることを次の方針で証明せよ．（あるいは別の方法で証明
してもよい．）

(1) i =
√
−1 を虚数単位として α =

1 + i√
2
とおくと α4 + 1 = 0 が成立することを示せ．

(2) α の Q(i) 上の最小多項式を求めよ．

(3) [Q(α) : Q] を求めよ．

(4) x4 + 1 は α の Q上の最小多項式であること，従って Q上既約であることを示せ．
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3 分解体
定義 3.1 体 L が代数閉体 (algebraically closed field) であるとは，L[x] の既約元 (=素
元）の全体と 1次多項式の全体が一致することである．言い換えれば（L[x] は PID 従っ
て UFD なので），L[x] の 0 でない任意の元は L[x] に属する 1次多項式の積で表せるこ
とである．

次の事実は「複素関数論 II」で証明する．

定理 3.1 (代数学の基本定理) 複素数体 C は代数閉体である．

任意の体（たとえば Fp）に対して，それを部分体として含むような代数閉体が存在す
ることを証明することもできるが抽象的な議論が必要になるので，以下では簡単のため，
体はすべて複素数体 C の部分体であると仮定する．

補題 3.1 K を C の部分体とすると，K は有理数体 Q を部分体として含む．

証明: K は 0, 1, −1 を含むから，加法により K は Z を含むことがわかる．任意の自然
数 n に対してその逆元 r ∈ K が存在する．このとき C において nr = 1 であるから，
r = n−1 = 1/n である．よって 1/n は K に属するから Q ⊂ K である．□

定義 3.2 Cの部分体K と定数でない f ∈ K[x]に対して，f の Cにおける根を α1, . . . , αn

とするとき，K(α1, . . . , αn) のことを f の K上の（最小）分解体 (splitting field) という．

例 3.1 x2 − 2 の Q上の最小分解体は 2次拡大 Q(
√
2) = Q[

√
2] である．（C[x] において

x2 − 2 = (x−
√
2)(x+

√
2) と分解され，−

√
2 ∈ Q(

√
2) であるから．)

例 3.2 x3 − 2 の Q上の最小分解体 L を求めよう．r, θ ∈ R, r > 0 として z = reiθ =

r(cos θ + i sin θ) (i =
√
−1) とおくと

z3 = r3(cos 3θ + i sin 3θ) = 2 = 2(cos 0 + i sin 0)

が成り立つためには r3 = 2 かつ 3θ = 2nπ (∃n ∈ Z) が必要十分である．よって

ω := cos
2π

3
+ i sin

2π

3
=

−1 +
√
3i

2

とおけば，z3 = 2 を満たす複素数は 3
√
2, 3

√
2ω, 3

√
2ω2 の 3つであることがわかる．従って

C[x] において
x3 − 2 = (x− 3

√
2)(x− 3

√
2ω)(x− 3

√
2ω2)

と分解される．ω = 3
√
2ω2( 3

√
2ω)−1 であるから，

L = Q(
3
√
2,

3
√
2ω,

3
√
2ω2) = Q(

3
√
2, ω) = Q(

3
√
2,
√
3i)
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となる．Eisensteinの判定法より f(x) = x3 − 2 は Q上既約であるから 3
√
2 の Q上の最

小多項式であり，[Q( 3
√
2) : Q] = 3 である．ω は実数ではなく Q( 3

√
2) ⊂ R であるから，ω

の Q( 3
√
2)上の最小多項式の次数は 2以上である．一方 g(x) = x2 + x+ 1 とすれば

g(ω) = ω2 + ω + 1 =
ω3 − 1

ω − 1
= 0

であるから，g(x) が ω の Q( 3
√
2)上の最小多項式であり，[Q( 3

√
2, ω) : Q( 3

√
2)] = 2 であ

る．以上により [L : Q] = 6 であり，1, 3
√
2, 3

√
4, ω, 3

√
2ω, 3

√
4ω が L の Qベクトル空間と

しての基底である．（1, 3
√
2, 3

√
4,

√
3i, 3

√
2
√
3i, 3

√
4
√
3i でもよい．）

例 3.3 x4 − 4 = (x2 + 2)(x2 − 2) の Q上の最小分解体は L = Q(
√
2, i

√
2) = Q(

√
2, i) で

ある．[L : Q] = 4 であり，1,
√
2, i,

√
2i が L の Q上の基底である．

命題 3.1 K を C の部分体，f(x) ∈ K[x] とする．f(x) が K[x] の既約元（=素元）なら
ば，f(x) の C における根はすべて相異なる．

証明: f(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · · + c1x1 + c0 (ck ∈ K, cn ̸= 0)とする．f(x) の導関数
f ′(x) = ncnx

n−1 + · · ·+ c1 の次数は n− 1 < n = deg f であり，f(x) は既約だから，f(x)
と f ′(x) は K[x] において互いに素である．よって f(x) と f ′(x) の生成するイデアルは
K[x]全体となるから，

a(x)f(x) + b(x)f ′(x) = 1 (1)

を満たす a(x), b(x) ∈ K[x] が存在する．一方，f(x) のC[x] における既約（素元）分解を

f(x) = cn(x− α1)
m1 · · · (x− αk)

mk (α1, . . . , αk は相異なる複素数)

とすると，

f ′(x) = m1cn(x− α1)
m1−1 · · · (x− αk)

mk + · · ·
+mjcn(x− α1)

m1 · · · (x− αj)
mj−1 · · · (x− αk)

mk

+ · · ·+mkcn(x− α1)
m1 · · · (x− αk)

mk−1

であり，x に αj を代入すると，右辺の第 j番目の項以外は 0 になるから，もし mj ≥ 2

ならば f ′(αj) = f(αj) = 0 となる．よって式 (1)に x = αj を代入すると 0 = 1 となり矛
盾である．従って k = n かつ m1 = · · · = mk = 1 でなければならない．□

定理 3.2 K と L を複素数体 C の部分体とする．L ⊃ K が有限次拡大であれば単純拡大
である．すなわち，ある α ∈ L が存在して L = K(α) となる．α は K上代数的である．

証明: (1) α, β ∈ C が K 上代数的であるとする．適当な c ∈ K を選ぶと K(α, β) =

K(α + cβ) が成立する（従って単純拡大である）ことを示す．
fα(x), fβ(x) ∈ K[x] をそれぞれ α, β の K上の最小多項式とする．C[x] において

fα(x) = (x− α1) · · · (x− αn), fβ(x) = (x− β1) · · · (x− βm) (αj, βk ∈ C)
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と 1次式の積に分解される．命題 3.1より α1, . . . , αn は相異なり，β1, . . . , βm も相異なる．
順番を入れ替えて α = α1, β = β1 としてよい．K は Q を含むから無限集合であり，

c ̸= −α− αj

β − βk
= −α1 − αj

β1 − βk
(1 ≤ ∀j ≤ n, 2 ≤ ∀k ≤ m)

を満たすような c ∈ K を選ぶことができる．このような c を１つ選んで γ = α + cβ と
おく．このとき K(γ) = K(α, β) となることを示せばよい．
そのために，まず β ∈ K(γ) を示そう．β の K(γ)上の最小多項式を h(x) とする．

g(x) = fα(γ − cx) とおくと g(x) は K(γ)[x] に属し，g(β) = fα(γ − cβ) = fα(α) = 0 で
あるから，g(x) は h(x) の倍元である．また，fβ(β) = 0 かつ fβ(x) ∈ K[x] ⊂ K(γ)[x] よ
り fβ(x) も h(x) の倍元である．一方，複素数 z について

g(z) = 0 ⇔ fα(γ − cz) = 0 ⇔ γ − cz = αj (1 ≤ ∃j ≤ n)

であるから，もし g(βk) = 0 (2 ≤ ∃k ≤ m)とすると，ある j があって，γ − cβk =

α+ cβ− cβk = αj すなわち c = −α− αj

β − βk
となり，cの選び方に反する．従って g(βk) ̸= 0

(2 ≤ ∀k ≤ m)である．h(x) は K(γ)[x] において fβ(x) と g(x) の共約元だから，結局
h(x) の C における根は β = β1 のみである．h(x) は K(γ)[x] で既約であり命題 3.1よ
り根はすべて相異なるので，h(x) = x − β である．h(x) ∈ K(γ)[x] であったから，β は
K(γ) に属する．従って α = γ − cβ も K(γ) に属するから，K(α, β) ⊂ K(γ) である．一
方 γ = α+ cβ ∈ K(α, β) よりK(γ) ⊂ K(α, β) も成立する．以上により K(α, β) = K(γ)

が示された．
(2) 一般の場合: 定理 1.3により，K上代数的な L の元 α1, . . . , αn が存在して

L = K(α1, . . . , αn)

となる．n ≥ 2 であれば (1)より，K上代数的な β ∈ L があって K(α1, α2) = K(β) が成
り立つ．従って，L = K(β, α3, . . . , αn) となる．以下同様にして生成元の個数を減らして
１つにすることができる．□

例 3.4 Q(
√
2,
√
3) を考える．c := 1 は 0 とも −

√
2− (−

√
2)√

3− (−
√
3)

= −
√
2√
3
とも異なるから定

理 3.2の証明から，Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +

√
3) が成立する．このことは，α :=

√
2 +

√
3

とおけば

α−1 =
√
3−

√
2,

√
3 =

1

2
(α + α−1),

√
2 =

1

2
(α− α−1)

が Q(α) に属することからもわかる．α の Q上の最小多項式を求めよう．

α2 = 5 + 2
√
6, (α2 − 5)2 = 24

より f(x) = x4 − 10x2 + 1 は f(α) = 0 を満たす．Q(α) = Q(
√
2,
√
3) は Q の 4次拡大で

あったから，この f(x) が α のQ上の最小多項式である．
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問題 3.1 次の多項式の Q上の分解体を求めよ．（なるべく簡単な表示を求めよ．）また分
解体の Q上の拡大次数を求めよ．

(1) x2 + x− 1 (2) x4 − 1 (3) x6 − 1 (4) x3 − 8 (5) x4 + 4

問題 3.2 i =
√
−1とするときQ(

√
2, i) = Q(

√
2+ i)が成立することを示せ．また

√
2+ i

の Q上の最小多項式を求めよ．（ヒント：α =
√
2 + i として，α−1 を用いて

√
2 と i が

Q(α) に属することを示すとよい．）

4 有限次拡大と体準同型
C ⊃ L ⊃ K を体の拡大とする．体準同型 σ : L → C がK上の体準同型であるとは，

σ(a) = a がすべての a ∈ K について成立することである．このとき，L と C を K上の
ベクトル空間とみなすと，σ をL から C への K線形写像とみなすこともできる．実際，
α ∈ L と c ∈ K に対して σ(cα) = σ(c)σ(α) = cσ(α) が成立する．(L から C への任意の
K線形写像が K上の体準同型になるわけではない．）
σ : L→ CをK上の体準同型とするとき，多項式f = f(x) = cnx

n+· · ·+c1x+c0 ∈ L[x]

に対して, 多項式 σ(f) ∈ C[x] を

σ(f)(x) := σ(cn)x
n + · · ·+ σ(c1)x+ σ(c0)

によって定義する．これにより環準同型 σ : L[x] → C[x] が定まる．任意の α ∈ L に対
して

σ(f)(σ(α)) = σ(cn)σ(α)
n + · · ·+ σ(c1)σ(α) + σ(c0)

= σ(cnα
n + · · ·+ c1α + c0) = σ(f(α))

が成立する．特に f(x) ∈ K[x] ならば σ(f) = f より，f(σ(α)) = σ(f(α)) が成立する．

定理 4.1 K を C の部分体，α ∈ C を K上代数的な元として，α のK上の最小多項式を
fα(x) とする．fα(x) の C[x] における既約分解を

fα(x) = (x− α1) · · · (x− αn), α1 = α, α2, . . . , αn ∈ C

とする．このとき各 j = 1, . . . , n に対して，K(α) から C への K上の体準同型 σj であっ
て，σj(α) = αj をみたすものがただ１つ存在する．さらに K(α) から C へのK上の体
準同型はこれらの n個のみである．

証明: n = 1 のときは K(α) = K であるから K上の体準同型は恒等写像のみであり定理
は成立する．よって n ≥ 2としてよい．命題 3.1により α1, . . . , αn は相異なる．1 ≤ j ≤ n

とする．fα(x) は αj の K上の最小多項式でもあるから，I(αj) = I(α) であり，定理 1.1

により体同型

ψj : K[x]/I(α) = K[x]/I(αj)
∼−→ K[αj] = K(αj) ⊂ C
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が存在する．従って ψj ◦ ψ−1
1 : K(α1) → K(αj) は体同型である．定理 1.1の証明からわ

かるように，a, b ∈ K のとき ψj([ax+ b]) = aαj + b であるから，

ψj ◦ ψ−1
1 (α1) = ψj([x]) = αj, ψj ◦ ψ−1

1 (b) = ψj([b]) = b (∀b ∈ K)

が成立する．従って σj := ψj ◦ ψ−1
1 を K(α) から K(αj) ⊂ C への体準同型とみなせば，

σj は K上の体準同型であり，σj(α) = αj を満たす．
逆に σ : K(α) → C をK上の任意の体準同型とする．

fα(σ(α)) = σ(fα(α)) = σ(0) = 0

であるから，σ(α) は fα(x) の根であり，σ(α) = αj (1 ≤ ∃j ≤ n)となる．K(α) = K[α]

の任意の元はある多項式 g(x) ∈ K[x] によって g(α) と表される．このとき

σ(g(α)) = g(σ(α)) = g(αj)

となる．一方
ψj(g(α)) = g(ψj(α)) = g(αj)

も成立するから，σ = ψj である．□

例 4.1 (Q(
√
2))

√
2 の Q上の最小多項式は x2 − 2 = (x−

√
2)(x+

√
2) であるから，Q

上の体準同型 σ : Q(
√
2) → Cであって σ(

√
2) = −

√
2をみたすものが存在する．a, b ∈ Q

に対して
σ(a

√
2 + b) = σ(a)σ(

√
2) + σ(b) = −a

√
2 + b

Q(
√
2) から C への Q上の準同型は，この σ と埋め込み写像 id : Q → C の 2つである．

例 4.2 ( Q( 3
√
2) ) 3

√
2 の Q上の最小多項式は x3 − 2 であり，C[x] において

x3 − 2 = (x− 3
√
2)(x− 3

√
2ω)(x− 3

√
2ω2), ω =

−1 +
√
3i

2

と既約分解されたから（例 3.2），Q( 3
√
2) から C への Q上の体準同型は３つある．１つ

は埋め込み写像であり，あとの２つ σ, τ はそれぞれ σ( 3
√
2) = 3

√
2ω, τ( 3

√
2) = 3

√
2ω2 を満

たす．σ(Q( 3
√
2)) と τ(Q( 3

√
2)) はQ( 3

√
2) ⊂ R には含まれないことに注意する．

5 群についての復習
定義 5.1 集合 G が群 (group)であるとは，2項演算

G×G ∋ (σ, τ) 7−→ στ ∈ G

が定義されていて，

(1) (σ1σ2)σ3 = σ1(σ2σ3) (∀σ1, σ2, σ3 ∈ G)
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(2) ある e ∈ G が存在して eσ = σe = σ が任意の σ ∈ G について成立する．（e を G の
単位元 (identity element)という．）

(3) 任意の σ ∈ Gに対して στ = τσ = eを満たす τ ∈ Gが存在する（このとき τ = σ−1

と表して σ の逆元と呼ぶ．)

が成立することである．

群 G が可換群 (commutative group)またはアーベル群 (abelian group)であるとは，
στ = τσ が任意の σ, τ ∈ G について成り立つことである．G がアーベル群であるとき演
算 στ を加法の形で σ + τ と表すこともある，（単位元は 0 で表す．）このとき G を加法
群ともいう．たとえば n を任意の自然数とするとき環 Z/nZ は加法に関してアーベル群
である．
G が有限集合であるとき, G を有限群といい，G の元の個数 |G| = ♯G を G の位数

(order)という．
以下，群 G は有限群であるとする．σ ∈ G に対して，σn = e となるような最小の非負
整数 n のことを σ の位数 (order)という．群 G のある元 σ の位数が n = |G| に等しいと
き，G を巡回群 (cyclic group)という．このとき σ のことを G の生成元 (generator)とい
い G = ⟨σ⟩ と表す．．このとき e, σ, . . . , σn−1 は相異なるので G = {e, σ, . . . , σn−1} となる
ことがわかる．特に，巡回群はアーベル群である．たとえば 1 ∈ Z/nZ の（加法に関す
る）位数は n = |Z/nZ| であるから Z/nZ は巡回群である．位数（元の個数）が素数の群
は巡回群である．
G と G′ を群とするとき，写像 φ : G→ G′ が群準同型 (group homomorphism)である
とは，φ(στ) = φ(σ)φ(τ) が任意の σ, τ ∈ G について成立することである．さらに φ が
全単射であるとき φ は群同型 (group isomorphism)，または G と G′ は群として同型で
あるという．
群 G の部分集合 H が G の部分群であるとは，H が e を含みG と同じ演算で群となっ
ていることである．このとき H の位数は G の位数の約数である．さらに，群 G の部分
群 H が G の正規部分群 (normal subgroup) であるとは，任意の σ ∈ H と任意の τ ∈ G

に対して τστ−1 ∈ H となることである．特に，アーベル群の任意の部分群は正規部分群
である．
H を群 G の正規部分群とすると，剰余群 (quotient group) G/H が次のように定義で
きる．G/H は剰余類 σH = {σh | h ∈ H} (σ ∈ H）のうち相異なるものの全体であり，
(σH)(τH) = (στ)H により G/H の 2項演算が定義できて群となる．単位元は eH = H

である．また G/H の位数は |G|/|H| である．
S を n個の元からなる集合とするとき S から S への全単射の全体を Sn と表す．Sn

の元を (Sの）置換 (permutation)という．σ, τ ∈ Sn に対して στ = σ ◦ τ (合成写像)と定
義すると群となる．単位元は恒等写像 id = idS である．この群を n次対称群 (symmetric

group)といい Sn と表す．Sn の位数は n! である．S = {1, 2, . . . , n} としても一般性を失
わない．σ ∈ Sn を

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
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と表す．列は自由に移動してもよい．また動かさない元に対応する列は省略してもよい．
このとき任意の τ ∈ Sn に対して

τστ−1 =

(
τ(1) τ(2) · · · τ(n)

τ(σ(1)) τ(σ(2)) · · · τ(σ(n))

)
となることが容易にわかる．
n1, . . . , nr を S の相異なる元とするとき

(n1 n2 · · · nr) :=

(
n1 n2 · · · nr−1 nr

n2 n3 · · · nr n1

)
を長さ r の巡回置換 (cyclic permutation) という．特に長さ 2の巡回置換を互換 (trans-

position) という．任意の置換はいくつかの互換の積で表され，互換の個数の偶奇は分解
のしかたによらないことを示すことができる．偶数個の互換の積で表されるような置換
を偶置換，奇数個の互換の積で表されるような置換を奇置換という．Sn の元のうち偶置
換の全体 An は Sn の正規部分群となる．An を n次の交代群 (alternating group)という．
An の位数は n!/2 である．
任意の置換は，共通成分を含まないような巡回置換の積（合成）として（順序を除いて
一意的に）表すことができる．これをサイクル分解という．たとえば

σ :=

(
1 2 3 4 5

3 4 1 5 2

)
= (1 3)(2 4 5)

このとき，任意の τ ∈ Sn (n ≥ 5)に対して

τστ−1 = (τ(1) τ(3))(τ(2) τ(4) τ(5))

も同じ型のサイクル分解を持つ．一般の場合も同様である．
G を群，A を集合とする．写像

G× A ∋ (σ, a) 7−→ σ(a) ∈ A

が定義されていて（すなわち Gの元を Aから Aへの写像とみなす），σ(τ(a)) = (στ)(a),

e(a) = a が任意の σ, τ ∈ G と a ∈ A について成立するとき，これを G の A への作用
(action) ，または G が A に作用しているという．a ∈ A に対して A の部分集合

O(g) := {σ(a) | σ ∈ G}

を a のG軌道 (G-orbit)という．A はいくつかの G軌道の互いに交わらない和集合とな
る．A全体が１つの G軌道である，すなわち A = O(a) となるような a ∈ A が存在す
るとき，G は A に推移的に作用しているという．このとき，任意の b, c ∈ A に対して
c = σ(b) となるような σ ∈ G が存在する．実際このとき， b = σ1(a), c = σ2(a) を満たす
σ1, σ2 ∈ G が存在する．c = σ2(a) = σ2(σ

−1
1 (b)) = (σ2σ

−1
1 )(b) より σ = σ2σ

−1
1 とすればよ

い．たとえば，Sn は集合 {1, 2, . . . , n} に（写像として）推移的に作用している．n ≥ 3

ならば An も {1, 2, . . . , n} に推移的に作用する．
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6 ガロア拡大とガロア群
定義 6.1 C ⊃ L ⊃ K を体の拡大とする．このとき L ⊃ K がガロア拡大 (Galois extension)

または正規拡大 (normal extension)であるとは，L が K[x] に属するある多項式（既約で
なくてもよい）の K上の（最小）分解体になっていることである．このとき L は Kの
ガロア拡大であるとも言う．

たとえば例 3.1と例 3.3により，Q(
√
2) とQ(

√
2, i

√
3) は共に Q のガロア拡大である．

一般に，L ⊃ K がガロア拡大であれば，定理 1.3により L ⊃ K は有限次拡大であり，
命題 1.2によりL の任意の元 α は K上代数的である（すなわち α の K上の最小多項式
が存在する）．

命題 6.1 L ⊃ K をガロア拡大として，σ : L→ C をK上の体準同型とする．

L σ(L)

C

K

//
????? ����

σ
77oooooooooo

(1) σ は L から LへのK上の体同型となる．すなわち σ(L) = L が成立する．

(2) L が f(x) ∈ K[x] の分解体であるとき，f(x) の相異なる根を α1, . . . , αn とすると，
集合として

{σ(α1), . . . , σ(αn)} = {α1, . . . , αn}

が成立する．すなわち σ は集合 {α1, . . . , αn}の置換を引き起こす．さらに，σ(αj) =

αj がすべての j = 1, . . . , n について成立すれば σ = idL である．

証明: L は f(x) ∈ K[x] の分解体であるとして，f(x) の相異なる根を α1, . . . , αn とす
ると，L = K(α1, . . . , αn) である．σ : L → C を K 上の体準同型とすると，1 ≤ j ≤ n

のとき f(σ(αj)) = σ(f(αj)) = σ(0) = 0 であるから，ある k(j) ∈ {1, . . . , n} があって，
σ(αj) = αk(j) となる．σ は体準同型であるから単射であり，αk(1), . . . , αk(n) は相異なる．
従って集合として {αk(1), . . . , αk(n)} = {α1, . . . , αn} である．よって σ は {α1, . . . , αn} の
置換を引き起こす．
これを用いて σ(L) ⊂ L を示そう．α ∈ L とすると，補題 1.2により，K の元を係数と
する n変数多項式 g(x1, . . . , xn) と h(x1, . . . , xn) が存在して

α =
h(α1, . . . , αn)

g(α1, . . . , αn)

と表される．g と h の係数は K の元であり σ は K の元を固定するから，

σ(α) =
σ(h(α1, . . . , αn))

σ(g(α1, . . . , αm))
=
h(σ(α1), . . . , σ(αn))

g(σ(α1), . . . , σ(αn))
=
h(αk(1), . . . , αk(n))

g(αk(1), . . . , αk(n))
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が成立し，σ(α) は K(α1, . . . , αn) = L に属する．よって σ(L) ⊂ L が示された．ここ
で，σ(αj) = αj がすべての j = 1, . . . , n について成立すると仮定すると，上の等式より
σ(α) = α が成立することがわかるから，σ = idL である．
σ は K 上の有限次元ベクトル空間 L から σ(L) の上へのK 線形写像ともみなせ，体
準同型であるから単射である．従って σ は L から σ(L) へのKベクトル空間としての同
型写像である．よって L と σ(L) のKベクトル空間としての次元は同じである．これと
σ(L) ⊂ L より σ(L) = L が従う．よって σ は L から L への同型写像である．□

例 6.1 上の命題と例 4.2から Q( 3
√
2) は Q のガロア拡大ではないことがわかる．（Q( 3

√
2)

から C への体準同型であって像が Q( 3
√
2) に含まれないものが存在するから．）一方，

ω =
−1 +

√
3i

2
とすると，Q( 3

√
2, 3
√
2ω, 3

√
2ω2) = Q( 3

√
2, ω) は x3 − 2 の Q上の分解体で

あるから Qのガロア拡大である．

定義 6.2 L ⊃ K をガロア拡大とするとき，Lから Lへの K上の体同型の全体が写像の合
成を演算としてなす群のことを拡大 L ⊃ K の（あるいは L の K上の）ガロア群 (Galois

group)といい，Gal(L/K) で表す．単位元はL から L への恒等写像 idL : L ∋ α 7→ α ∈ L

である．L が f(x) ∈ K[x] の分解体であるとき，Gal(L/K) のことを多項式 f(x) の K上
のガロア群とも呼ぶ．

補題 6.1 L ⊃ K をガロア拡大とする．L の元 α1, . . . , αn によってL = K(α1, . . . , αn) と
表示されると仮定する．このとき G = Gal(L/K) の元 σ は σ(αj) (j = 1, . . . , n)から一
意的に定まる．すなわち σ, τ ∈ G が

σ(αj) = τ(αj) (1 ≤ ∀j ≤ n)

を満たせば G の元として σ = τ である．

証明: β を L の任意の元とすると，補題 1.2によって β =
f(α1, . . . , αn)

g(α1, . . . , αn)
となるような n

変数多項式 f, g ∈ K[x1, . . . , xn] が存在する．σ ∈ G とすると f と g の係数が K の元で
あり，σ は K の元を固定するから，

σ(β) =
σ(f(α1, . . . , αn))

σ(g(α1, . . . , αn))
=
f(σ(α1), . . . , σ(αn))

g(σ(α1), . . . , σ(αn))

が成立する．従って σ(β) は σ(α1), . . . , σ(αn) から 4則演算によって一意的に定まる．□
ガロア拡大が単純拡大で表されていればガロア群は次のように決まる．

定理 6.1 L ⊃ K はガロア拡大であって，L = K(α) (α ∈ L)とする．f(x) ∈ K(x) を α

の K上の最小多項式として，α = α1, . . . , αn をその根とする．このとき，各 j = 1, . . . , n

に対して，σj(α) = αj を満たすような σj ∈ Gal(L/K) がただ１つ存在して

Gal(L/K) = {σ1, . . . , σn}

となる．特に任意の j = 1, . . . , n について αj は L に属し，従って L は f(x) の K上の
分解体である．
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証明: 1 ≤ j ≤ n のとき，定理 4.1により，σj(α) = αj をみたすような L = K(α)

から C への K 準同型 σj があり，これらが L から C への K 上の体準同型のすべて
である．命題 6.1により σj は L の K 上の自己同型であるから Gal(L/K) に属する．
以上により G(L/K) = {σ1, . . . , σn} である．特に αj = σj(α) は L に属する．従って
K(α) ⊂ K(α1, . . . , αn) ⊂ L であるが仮定より K(α) = L だから L = K(α1, . . . , αn) が成
立する．□

定理 6.2 L ⊃ K をガロア拡大とすると，|Gal(L/K)| = [L : K] が成立する．すなわち，
ガロア群の位数は拡大次数に等しい．

証明: 定理 3.2により，K上代数的な α ∈ L が存在して L = K(α) が成立する．α の K

上の最小多項式を f(x) としてその次数を n とすると，定理 1.1より [L : K] = n である．
一方，定理 6.1より |Gal(L/K)| = n が成立する．□

例 6.2 整数 m は平方因子を含まない（素数の 2乗で割り切れない）2以上の自然数であ
るか，または負であるとして体の拡大 Q(

√
m) ⊃ Q を考える．m > 0 のときは，m を割

り切る素数の１つを p とすると，m は p2 では割り切れないから，Eisensteinの判定法に
より x2 −m は Q上既約である．また m < 0 のときは c2 = m を満たす有理数 c は存
在しないから x2 −m は Q上既約である．以上により，f(x) = x2 −m が α :=

√
m の Q

上の最小多項式である．このとき C[x] において x2 −m = (x− α)(x + α) と既約分解さ
れるから，L := Q(α) = Q(α,−α) は x2 −m の Q上の分解体であり，Q(

√
m) ⊃ Q はガ

ロア拡大である．定理 6.1により σ(
√
m) = −

√
m を満たす σ ∈ Gal(L/Q) が存在して，

Gal(L/Q) = {idL, σ} である．この群は 2次巡回群 Z/2Z = {0, 1} に同型である．

次の命題によってガロア群を適当な次数の対称群の部分群とみなすことができる．

命題 6.2 L ⊃ K をガロア拡大としてそのガロア群を G := Gal(L/K) とする．L が
f(x) ∈ K[x] の分解体であるとして，A = {α1, . . . , αn} を f(x) の相異なる根全体の集合
とする．このとき，G の元 σ は，定義域を A に制限すると A の置換，すなわちA から
A への全単射を引き起こす．これを σ|A で表す．σ|A を n次対称群 Sn の元とみなすと，
対応

G ∋ σ 7−→ σ|A ∈ Sn

は単射群準同型である．これによって G を Sn の部分群とみなすことができる．特に |G|
は n! の約数である．

証明: 命題 6.1の (2)により，σ ∈ G の A への制限（定義域 L を A に制限した写像）σ|A
は A の置換であるから Sn の元とみなせる．対応 σ 7−→ σ|A が G から Sn の群準同型で
あること，すなわち σ, τ ∈ G に対して (σ ◦ τ)|A = (σ|A) ◦ (τ |A) が成立することは写像の
合成と制限の定義より明らかである．この準同型が単射であることを示すため，σ|A が恒
等写像であると仮定すると，命題 6.1の (2)より σ = idL である．よって準同型 σ 7→ σ|A
は単射である．□
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例 6.3 f(x) = x3 − 2 の分解体 L の Q上のガロア群 G = Gal(L/Q) を求めよう．

L = Q(
3
√
2,

3
√
2ω,

3
√
2ω2) = Q(

3
√
2, ω) = Q(

3
√
2,
√
−3)

であり，[L : Q] = 6 であった（例 3.2）から G の位数は 6 である．また，L[x] において

x3 − 2 = (x− 3
√
2)(x− 3

√
2ω)(x− 3

√
2ω2)

と既約分解されるから，命題 6.2より，G は f(x) の根の集合A = { 3
√
2, 3

√
2ω, 3

√
2ω2} へ

の作用によって 3次対称群 S3 の部分群とみなせるが，|G| = 6 = |S3| であるから，G は
S3 に同型である．

補題 6.2 L ⊃ K をガロア拡大とする．α ∈ Lと1次以上の多項式 f(x) ∈ K[x]がf(α) = 0

を満たせば，Gal(L/K) の任意の元 σ について f(σ(α)) = 0 が成立する．

証明: σ は f(x) の係数を固定するから 0 = σ(f(α)) = f(σ(α)) が成立する．□

例 6.4 L = Q(
√
2,
√
3) ⊃ Q のガロア群を求めよう．L は (x2 − 2)(x2 − 3) の Q上

の分解体であるから，L ⊃ Q はガロア拡大である．例 1.6により拡大次数は 4 である．
σ ∈ G := Gal(L/Q) とする．

√
2 の Q上の最小多項式は x2 − 2 であり C[x] において

x2− 2 = (x−
√
2)(x+

√
2) と分解されるから，補題 6.2によって σ(

√
2) = ±

√
2 でなけれ

ばならない．同様に σ(
√
3) = ±

√
3でなければならない．このとき σ(−

√
2) = −σ(

√
2)か

つ σ(−
√
3) = −σ(

√
3) であるから，A = {

√
2,−

√
2,
√
3,−

√
3} とすると，σ|A は σ(

√
2)

と σ(
√
3) から一意的に決まり，4通りの可能性しかない．一方， |G| = [L : Q] = 4 であ

り，命題 6.2によって制限写像 G ∋ σ 7→ σ|A は単射であるから，実際にこの 4通りの A

の置換を引き起こす σ ∈ G が存在する．すなわち，

σ2(
√
2) = −

√
2, σ2(

√
3) =

√
3, σ3(

√
2) =

√
2, σ3(

√
3) = −

√
3,

σ4(
√
2) = −

√
2, σ4(

√
3) = −

√
3,

を満たすような σ2, σ3, σ4 ∈ G がそれぞれただ１つ存在して　G = {σ1 = idL, σ2, σ3, σ4}
となる．

√
2 と

√
3 への作用を見ることにより

σ2
2 = σ2

3 = σ2
4 = idL, σ2σ3 = σ3σ2 = σ4, σ2σ4 = σ4σ2 = σ3, σ3σ4 = σ4σ3 = σ2

となることが確かめられるので，G はアーベル群であり，加法群 (Z/Z2)⊕ (Z/Z2) に同
型である．たとえば σ2 ↔ (1, 0)，σ3 ↔ (0, 1) と対応させればよい．

σ1 σ2 σ3 σ4√
2

√
2 −

√
2

√
2 −

√
2√

3
√
3

√
3 −

√
3 −

√
3

問題 6.1 x3 − 3 の Q上の分解体のガロア群を求めよ．

問題 6.2 Q(i
√
2,
√
3) の Q上のガロア群を求めよ．
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問題 6.3 x4 + 1 の Q上の分解体を L として G = Gal(L/Q) とおく．

(1) i =
√
−1 を虚数単位として α =

1 + i√
2
とおくと

x4 + 1 = (x− α)(x− iα)(x+ α)(x+ iα)

が成立し，L = Q(α) であることを示せ．

(2) [L : Q] を求めよ（問題 2.2を参照）．

(3) σ(α) が α, iα, −α, −iα にそれぞれ等しくなるような σ ∈ G を σ1, σ2, σ3, σ4 とす
る．これらが引き起こす A = {α, iα,−α,−iα} の置換を求めよ．（ヒント：α2 = i に
注意する．）

(4) G は S4 のどのような部分群に同型となるか？

7 ガロア理論の基本定理（ガロア対応）
定義 7.1 体の拡大 L ⊃ K に対して，L ⊃ F ⊃ K を満たす L の部分体 F のことを拡大
L ⊃ K の中間体 (intermediate field) という．特に L と K も中間体である．

たとえば体の拡大 L = Q(
√
2,
√
3) ⊃ Q の中間体は L と Q 以外に Q(

√
2), Q(

√
3),

Q(
√
6) がある．例 6.4の記号を用いると L ⊃ Q のガロア群は

G := Gal(L/Q) = {σ1 = idL, σ2, σ3, σ4} ∼= (Z/2Z)⊕ (Z/2Z)

であった．例 1.6により L の任意の元 α は a, b, c, d ∈ Q によって

α = a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6

と一意的に表され，例 6.4の表と
√
6 =

√
2
√
3 より

σ1(α) = a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6, σ2(α) = a− b

√
2 + c

√
3− d

√
6,

σ3(α) = a+ b
√
2− c

√
3− d

√
6, σ4(α) = a− b

√
2− c

√
3 + d

√
6

となることに注意すると，Q(
√
2) は σ3 で動かないような L の元の集合であり，Q(

√
3)

は σ2 で動かないような Lの元の集合であり，Q(
√
6)は σ4 で動かないような Lの元の集

合であることがわかる．たとえば σ3 の生成する G の部分群はH3 := ⟨σ3⟩ = {idL, σ3} で
あるから，Q(

√
2) は H3 のすべての元で動かないような L の元の集合である．すなわち

Q(
√
2) = {α ∈ L | σ(α) = α (∀σ ∈ H3)}

が成立する．逆に，Q(
√
2) のすべての元を固定するような G の元の全体が H3 である．

すなわち
H3 = {σ ∈ G | σ(α) = α (∀α ∈ Q(

√
2))}
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が成立する．G の位数は 4 であるから，{idL} と G 以外の G の部分群は位数 2 であり，
⟨σ2⟩, ⟨σ3⟩, ⟨σ4⟩ のいずれかである．このように，拡大 L ⊃ Q の中間体とガロア群 G の
部分群が 1対 1に対応している（定理 7.1)．これをガロア対応という．下の図の左は中間
体の包含関係（上が大きい）を表し，右は G の部分群の包含関係（下が大きい）を表し
ている．

Q(
√
2) Q(

√
3) Q(

√
6)

Q(
√
2,
√
3)

Q

JJJJJJJJ

ttt
ttt

tttttttt

JJJ
JJJ

Φ

Ψ

//

oo ⟨σ3⟩ ⟨σ2⟩ ⟨σ4⟩

{idL}

G

JJJJJJJJ

tt
tt
tt

tttttttt

JJ
JJ

JJ

なお，G はアーベル群であるから，部分群はすべて正規部分群である．これは Q(
√
2),

Q(
√
3), Q(

√
6) がすべて Q のガロア拡大であることに対応している（定理 7.2）．

さて，一般にL ⊃ K をガロア拡大として，F をその中間体とする．G := Gal(L/K) の
部分集合 H を

H = {σ ∈ G | σ(α) = α (∀α ∈ F )}

で定義する．H は G の部分群である．実際，idL は H に属し，σ, τ ∈ H ならば任意の
α ∈ F に対して (σ ◦ τ)(α) = σ(α) = α, σ−1(α) = α が成立するから，σ ◦ τ と σ−1 も H

に属する．
このとき，L ⊃ F はガロア拡大であって，H = Gal(L/F ) が成立する．実際，L はあ
る f ∈ K[x] の K上の分解体であるから，f の根を α1, . . . , αn とすれば

L = K(α1, . . . , αn)

であるが，α1, . . . , αn ∈ L と K ⊂ F ⊂ L より

L = K(α1, . . . , αn) ⊂ F (α1, . . . , αn) ⊂ L

となるから，L = F (α1, . . . , αn) は f の F 上の分解体である．Gal(L/F ) は L から L へ
の K上の体準同型のうち F のすべての元を固定するものの全体であるから，H と一致
する．そこで写像 Φ を

Φ : {L ⊃ K の中間体 } ∋ F 7−→ Φ(F ) = Gal(L/F ) ∈ {G の部分群 }

によって定義する．特に Φ(K) = G である．
逆に G の部分群 H に対して L の部分集合 F を

F = LH := {α ∈ L | σ(α) = α (∀σ ∈ H)}

で定義して H の固定体 (fixed field)または不変体と呼ぶ．K ⊂ F ⊂ L であり，任意の
σ ∈ H と α, β ∈ F に対して

σ(α± β) = σ(α)± σ(β) = α± β, σ(αβ) = σ(α)σ(β) = αβ,

σ(α/β) = σ(α)/σ(β) = α/β (β ̸= 0)
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が成立するから，α + β, αβ, α/β も F に属する．よって F は L ⊃ K の中間体である．
そこで，写像 Ψ(H) を

Ψ : {G の部分群 } ∋ H 7−→ Ψ(H) = LH ∈ {L ⊃ K の中間体 }

と定義する．定義より Ψ({idL}) = L である．
以下では，この 2つの写像 Φ と Ψ が互いに逆写像になっていることを示す．Φ と Ψ

によるガロア拡大の中間体とガロア群の部分群との対応をガロア対応という．

命題 7.1 L ⊃ K を有限次拡大，σ : K → C を体準同型とする．このとき，体準同型
σ̃ : L → C であって，任意の a ∈ K に対して σ̃(a) = σ(a) を満たすものが存在する．こ
の σ̃ を σ の L への拡張 (extension) という．

L C

K

σ̃

σ

//::ttttttttt

証明: 定理3.2によって，K上代数的な α ∈ Lが存在して L = K(α)となる．αのK上の最
小多項式を fα(x)とする．σ : K → σ(K)は体同型であるから，環同型 σ : K[x] → σ(K)[x]

を引き起こす．よって，σ(fα) は σ(K)[x] の既約元である．σ(fα) の C における根の１
つを β とすると，σ(fα) は β の σ(K)上の最小多項式である．従って定理 1.1により２つ
の体同型

φ : K[x]/K[x]fα
∼−→ K(α), φ′ : σ(K)[x]/σ(K)[x]σ(fα)

∼−→ σ(K)(β)

が存在する．一方 σ は体同型

σ : K[x]/K[x]fα
∼−→ σ(K)[x]/σ(K)[x]σ(fα)

を引き起こす．σ̃ := φ′ ◦ σ ◦ φ−1 は K(α) から σ(K)(β) への体同型である．g(x) ∈ K[x]

の K[x]/K[x]fα における同値類を [g(x)] と書くと φ([g(x)]) = g(α) であったから，特に
a ∈ K を定数多項式とみなせば φ([a]) = a である．φ′ についても同様だから，任意の
a ∈ K に対して

σ̃(a) = φ′(σ(φ−1(a))) = φ′(σ([a])) = φ′([σ(a)]) = σ(a)

が成立する．σ̃ を K(α) から C への体準同型とみなせばよい．□

定理 7.1 L ⊃ K をガロア拡大とするとΦ と Ψ は全単射であり互いに逆写像である．

証明: (1) F を拡大 L ⊃ K の中間体，H = Φ(F ) とするとき，Ψ(H) = F であることを
示す．

F ′ := Ψ(H) = LH = {α ∈ L | σ(α) = α (∀σ ∈ H)}

は体の拡大 L ⊃ K の中間体である．H の定義より任意の α ∈ F と任意の σ ∈ H につい
て σ(α) = α であるから，F ⊂ F ′ が成り立つ．F ′ ̸= F と仮定して，α ∈ F ′ \F とすると，
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F ′ ⊃ F (α) ' F である．α は F 上代数的であり F には属さないから，α の F 上の最小
多項式 fα(x) の次数 n は 2以上である．fα(x) の根を α1 = α, α2, . . . , αn とすると，定理
4.1によって，F 上の体準同型 σ : F (α) → C であって σ(α) = α2 ̸= α を満たすものが存
在する．命題 7.1により σ の L への拡張 σ̃ が存在する．L ⊃ K はガロア拡大であるか
ら，σ̃ は LのK上の自己同型，すなわち G = Gal(L/K) の元であるが，σ が F 上の体準
同型であったから，σ̃ は F の元を固定する．すなわち σ̃ ∈ H である．σ̃(α) = σ(α) ̸= α

より α ̸∈ Ψ(H) = F ′ となるが，これは α ∈ F ′ に矛盾する．以上により Ψ(H) = F ′ = F

であることが示された．

(1)

K

F

F ′

L {idL}

H

G

�
ΨllZZZZZZZZZZZZZZZ

$
Φ

22ddddddddddddddd

F

F (α)

F ′

L Cσ̃

σ

::ttttttttttttttttt

//

(2)

K

F

L= F (α) {idL}

H

H ′

G

$
Ψ

rrddddddd
ddddddd

d

�
Φ ,,ZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZ A • • · · · • • · · · •
α1 α2 αm αm+1 αn

Hの作用

�� ��

(2) H を G = Gal(L/K) の部分群，F = Ψ(H) とするとき，Φ(F ) = H であることを
示す．H ′ = Φ(F ) = {σ ∈ G | σ(α) = α (∀α ∈ F )} = Gal(L/F ) とおくと，F の定義よ
りH ⊂ H ′ である．定理 3.2により，F 上代数的な元 α ∈ L があって L = F (α) が成立
する．α の F 上の最小多項式を fα(x) として，その根を α1 = α, α2, . . . , αn とする．（こ
れらは命題 3.1により相異なる．）定理 6.2により

|H ′| = |Gal(L/F )| = [L : F ] = deg fα = n

が成立する．定理 6.1 により L は f の F 上の分解体であり，α1, . . . , αn は L に属する．
従って命題 6.2により，H ′ の任意の元 σ は集合 A := {α1, . . . , αn} の置換を引き起こす．
定理 6.1により，H ′ は A に推移的に作用している．すなわち，任意の j = 1, . . . , n に対
して σj(α) = αj を満たすような σj ∈ H ′ が存在する．
以下では H ′ の部分群 H も A に推移的に作用していることを示す．α2, . . . , αn を並べ
替えて

B := O(α) = {σ(α) | σ ∈ H} = {α1, α2, . . . , αm}

とする (1 ≤ m ≤ n)．(B は H の A における軌道と呼ばれる．）そして

g(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αm) = xm + c1x
m−1 + · · ·+ cm (c1, . . . , cm ∈ L)
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とおく．σ ∈ H は B の置換を引き起こすから，

σ(g)(x) = xm + σ(c1)x
m−1 + · · ·+ σ(cm) = (x− σ(α1)) · · · (x− σ(αm))

= (x− α1) · · · (x− αm) = xm + c1x
m−1 + · · ·+ cm = g(x)

が成立する．従って c1, . . . , cm は任意の σ ∈ H で固定されるから F = Ψ(H) に属する．
よって g(x) ∈ F [x] かつ g(α) = 0 が成立する．deg g(x) = m ≤ n = deg fα(x) であるか
ら，最小多項式の定義によって g(x) = fα(x)，すなわち m = n でなければならない．こ
れは，B = A，すなわち任意の j = 1, . . . , n に対して，σj(α) = αj を満たす σj ∈ H が存
在することを意味する．従って H は少なくとも n個の元を持ち，|H| ≥ n = |H ′| が成立
する．これと H ⊂ H ′ より H ′ = H が従う．□

命題 7.2 体の有限次拡大 L ⊃ K について次の 2つの条件は同値である．

(1) L ⊃ K はガロア拡大である．

(2) L から C への K上の任意の体準同型 σ : L→ C に対して σ(L) ⊂ L が成立する．

証明: (1)を仮定すれば σ(L) = L であることは命題 6.1で示した．(2)を仮定する．定
理 3.2により L = K(α) となるような α ∈ L が存在する．α の K 上の最小多項式を
fα(x) ∈ K[x] とすると，C[x] において

fα(x) = (x− α1) · · · (x− αn) (α = α1, α2, . . . , αn ∈ C)

と既約分解され，α1, . . . , αnは相異なる．定理4.1により，各 j = 1, . . . , nに対してσj(α) =

αj を満たす K上の体準同型
σj : L = K(α) −→ C

が存在する．仮定より σj(L) ⊂ L であるから，αj = σj(α) ∈ L となる．従って

L = K(α) = K(α)(α2, . . . , αn) = K(α1, α2, . . . , αn)

が成立するから L は f(x) の K上の分解体であり，従って L ⊃ K はガロア拡大である．
□

定理 7.2 L ⊃ K をガロア拡大とする．

(1) F1 と F2 を拡大 L ⊃ K の２つの中間体とすると，

F1 ⊂ F2 ⇔ Φ(F1) ⊃ Φ(F2)

(2) F を L ⊃ K の中間体とすると，[F : K] =
|Gal(L/K)|
|Gal(L/F )|

(3) F を L ⊃ K の中間体とするとき，F ⊃ K がガロア拡大であるための必要十分条件
は，Gal(L/F ) が Gal(L/K) の正規部分群となることである．このとき，Gal(F/K)

と Gal(L/K)/Gal(L/F ) は群として同型である．
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証明: (1) F1 ⊂ F2 なら定義より明らかに Φ(F1) ⊃ Φ(F2) である．逆に Φ(F1) ⊃ Φ(F2) な
らば，定義と定理 7.1より

F1 = Ψ(Φ(F1)) ⊂ Ψ(Φ(F2)) = F2

(2) 定理 6.2と定理 1.2により

|Gal(L/K)|
|Gal(L/F )|

=
[L : K]

[L : F ]
=

[L : F ][F : K]

[L : F ]
= [F : K]

(3) F ⊃ K はガロア拡大であると仮定して G = Gal(L/K), H = Gal(L/F ) とおく．
σ ∈ H と τ ∈ G を任意にとる．命題 6.1により，τ の F への制限 τ |F は F のK上の自
己同型である．σ は F の元を固定するから，

(τ−1 ◦ σ ◦ τ)(α) = τ−1(σ(τ(α))) = τ−1(τ(α)) = α (∀α ∈ F )

が成立する．（τ(α) ∈ F であることを用いた．）従って τ−1 ◦ σ ◦ τ ∈ H となるから，H は
Gの正規部分群である．
逆に，H が G の正規部分群であると仮定する．σ : F → C を K上の体準同型とする．
命題 7.1によって，K上の体準同型 σ̃ : L → C であって σ̃|F = σ を満たすものが存在す
る．L ⊃ F はガロア拡大だから命題 7.2より σ̃ は G の元とみなせる．
α を F の任意の元，τ を H の任意の元とする．H は正規部分群であるから σ̃−1 ◦ τ ◦ σ̃
も H に属し F = LH より

(σ̃−1 ◦ τ ◦ σ̃)(α) = α

となる．また α ∈ F より σ̃(α) = σ(α) である．従って

τ(σ(α)) = τ(σ̃(α)) = (τ ◦ σ̃)(α) = (σ̃ ◦ (σ̃−1 ◦ τ ◦ σ̃))(α) = σ̃(α) = σ(α)

が成立する．τ ∈ H は任意だったから σ(α) は F = LH に属する．これで σ(F ) ⊂ F が
示されたから，命題 7.2によって F ⊃ K はガロア拡大である．
F ⊃ K がガロア拡大であると仮定する．このとき群準同型

h : Gal(L/K) ∋ σ 7−→ h(σ) = σ|F ∈ Gal(F/K)

が定義される．実際，F ⊃ K がガロア拡大であるから，σ(F ) = F となり，σ|F ∈ Gal(F/K)

である．命題 7.1と定理 6.1より h は全射であることがわかる．h の核は

Kerh = {σ ∈ Gal(L/K) | σ|F = idF} = Gal(L/F ) = H

であるから，群準同型定理より h は群同型 h : Gal(L/K)/Gal(L/F ) → Gal(F/K) を引
き起こす．□

以上の定理 7.1と定理 7.2 を合わせてガロア理論の基本定理という．
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例 7.1 f(x) = x3 − 2 の Q上の分解体 L のガロア群 G = Gal(L/Q) とガロア対応を考察
しよう．

x3 − 2 = (x− 3
√
2)(x− 3

√
2ω)(x− 3

√
2ω2), ω =

−1 +
√
3i

2

より，f(x) の分解体は

L = Q(
3
√
2,

3
√
2ω,

3
√
2ω2) = Q(

3
√
2, ω) = Q(

3
√
2,
√
−3)

である．ガロア群 G := Gal(L/Q) の元は

A = {α1 =
3
√
2, α2 =

3
√
2ω, α3 =

3
√
2ω2}

の置換を引き起こし G は S3 の部分群とみなせるが，|G| = [L : Q] = 6 より G = S3 で
あった（例 3.2）．
補題 6.2により，G の元 σ は f(x) = x3 − 2 の根の集合と g(x) = x2 + x + 1 の根の集
合をそれぞれ置換する．g(x) = (x− ω)(x− ω2) であることがわかるので，σ( 3

√
2) は 3

√
2,

3
√
2ω, 3

√
2ω2 のいずれかであり，σ(ω) は ω または ω2 のいずれかでなければならない．σ

の A への作用は σ( 3
√
2) と σ(ω) から一意的に定まるから，σ の可能性は高々 3 × 2 = 6

通りであるが，|G| = 6 であるから，G はこの 6通りの σ からなる．従って G の元 σ と
τ であって

σ(
3
√
2) =

3
√
2ω, σ(ω) = ω, τ(

3
√
2) =

3
√
2, τ(ω) = ω2

を満たすものが存在して，
G = {idL, σ, σ

2, τ, στ, σ2τ}

となることがわかる（これらが上記の 6通りの可能性に対応するから）．これらは ω と A

の元を下の表のようにうつす. ( 3
√
2ω と 3

√
2ω2 への作用は 3

√
2 と ω への作用から求まる．）

idL σ σ2 τ στ σ2τ

ω ω ω ω ω2 ω2 ω2

3
√
2 3

√
2 3

√
2ω 3

√
2ω2 3

√
2 3

√
2ω 3

√
2ω2

3
√
2ω 3

√
2ω 3

√
2ω2 3

√
2 3

√
2ω2 3

√
2 3

√
2ω

3
√
2ω2 3

√
2ω2 3

√
2 3

√
2ω 3

√
2ω 3

√
2ω2 3

√
2

この表から，G の元を A への作用によって S3 の元と同一視すると，

σ = (1 2 3), σ2 = (3 2 1), τ = (2 3), στ = (1 2), σ2τ = (1 3)

となることがわかる．
S3 の部分群は S3 と {id} 以外は位数が 2 または 3 だから巡回群となり，

H1 = ⟨τ⟩ = {idL, τ}, H2 = ⟨στ⟩ = {idL, στ}, H3 = ⟨σ2τ⟩ = {idL, σ
2τ},

A3 = ⟨σ⟩ = {idL, σ, σ
2}
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の 4つである．このうち A3 のみが正規部分群である（S3 の 3次の巡回置換は σ と σ2 の
みだから）．各々の部分群に対応する固定体は

LH1 = Q(
3
√
2), LH2 = Q(

3
√
2ω2), LH3 = Q(

3
√
2ω), LA3 = Q(ω) = Q(

√
−3)

である．実際，H1 については，τ(
3
√
2）= 3

√
2 よりQ( 3

√
2) ⊂ LH1 であり， 3

√
2 の Q上の

最小多項式は f(x) なので [Q( 3
√
2ω2) : Q] = 3 であるが，一方定理 7.2より [LH1 : Q] =

|G|/|H1| = 3 であるから，LH1 = Q( 3
√
2) が成立する．また，A3 については，σ(ω) = ω

よりQ(ω) ⊂ LA3 であるが，[Q[ω] : Q] = 2 と [LA3 ] = |G|/|A3| = 2 より LA3 = Q(ω) が
成立する．なお，以上のことは 1, 3

√
2, 3
√
4, ω, 3

√
2ω, 3

√
4ωがQ( 3

√
2, ω) の Q上の基底である

ことを用いて直接示すこともできる．中間体のうち Q 上のガロア拡大になるものは，Q,

L とQ(ω) である．

Q

L= Q( 3
√
2, ω)

Q( 3
√
2) Q( 3

√
2ω2) Q( 3

√
2ω)

Q(ω)
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問題 7.1 L = Q(i
√
2,
√
3) の Q上のガロア群 G = Gal(L/Q) のすべての部分群を求め，

対応する中間体を求めよ．また中間体の包含関係を図式で表せ．

問題 7.2 x3 − 3 の Q上の分解体 L のガロア群 G = Gal(L/Q) のすべての部分群を求め，
対応する中間体を求めよ．中間体の包含関係を図式で表せ．また正規部分群をすべて求
めよ．

問題 7.3 x4 +1 の Q上の分解体 L のガロア群 G = Gal(L/Q) のすべての部分群を求め，
対応する中間体を求めよ．また中間体の包含関係を図式で表せ．

問題 7.4 x4 − 2 の Q上の分解体 L のガロア群 G = Gal(L/Q) とその部分群を次の方針
で求めよ．

(1) L = Q( 4
√
2, i) となることを示せ（i は虚数単位）．

(2) 拡大次数 [L : Q] を求めよ．

(3) σ( 4
√
2) = i 4

√
2, σ(i) = i, τ( 4

√
2) = 4

√
2, τ(i) = −i を満たす σ, τ ∈ G が存在す

ることを示せ．

(4) x4 − 2 の根の集合を A とする．G の元が引き起こすA の置換によって G を S4 の
部分群とみなしたとき，G に対応する置換を列挙せよ．また，それらを σ と τ を
用いて表せ．

(5) （難）G のすべての部分群を求めよ．それらのうち正規部分群になるのはどれか？

(6) （難）G の各々の部分群に対応する L ⊃ K の中間体を求め，それらの包含関係を
図式で表せ．
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8 1のn乗根
K を C の部分体，n を 2以上の自然数として xn − 1 の K上の分解体 L のガロア群

Gal(L/K) について考察しよう．z = r(cos θ + i sin θ) ∈ C (r > 0, θ ∈ R) とおくと，de

Moivre の定理により

zn = rn(cosnθ + i sinnθ) = 1 ⇔ (r = 1, nθ = 2kπ (∃k ∈ Z))

であるから，zn = 1 を満たす複素数は

ζk := exp
(2kπi

n

)
= cos

2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
(k = 0, 1, . . . , n− 1)

の n個である．これらを 1の n乗根という．ζ = ζ1 とおけば ζk = ζk であるから，1 の n

乗根は 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1 である．従って C[x] において

xn − 1 = (x− 1)(x− ζ)(x− ζ2) · · · (x− ζn−1)

と既約分解されるから，xn − 1 の K上の分解体は L = K(ζ) でありK(ζ) ⊃ K はガロア
拡大である．特に K = Q のとき Q(ζ) を n次の円分体 (cyclotomic field)と呼ぶ．1の n

乗根の全体 Un := {ζk | k = 0, 1, . . . , n− 1} は複素数の乗法に関して巡回群をなす．

命題 8.1 n を自然数とする．ζ = exp
(2πi
n

)
として Un := {ζk | k = 0, 1, . . . , n− 1} とお

く．このとき，整数 m に関する次の 3つの条件は同値である．

(1) ζm の位数は n である．

(2) ζm は Un を生成する．

(3) m と n は互いに素である．

m がこの条件を満たすとき，ζm のことを 1の原始 n乗根という．

証明: (1) ⇔ (2) の証明：ζm の位数を k とすると，ζm の生成する Un の部分群

⟨ζm⟩ = {1, ζ2m, . . . , ζ(k−1)m}

の位数は k である．従って，⟨ζm⟩ が Un と一致するための必要十分条件は k = n である．
(2) ⇔ (3) の証明：ζn = 1 であり，1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1 は互いに異なるから，Un の定義よ
り Un は ζ で生成される巡回群である．従って，ζm が Un を生成するための必要十分条
件は (ζm)k = ζmk = ζ をみたす整数 k が存在することである．

ζmk = ζ ⇔ ζmk−1 = 1 ⇔ mk ≡ 1 mod n

が成立する．mk ≡ 1 mod n とすると，mk − 1 = ln をみたす整数 l が存在する．p が
n と m の公約数であるとすると，1 = mk − ln は p の倍数であるから，p = ±1 でなけ
ればならない．従って m と n は互いに素である．
逆に m と n が互いに素であると仮定すると，Zm+Zn = Z であるから，1 = mk− ln

を満たす整数 k, l が存在する．従って mk ≡ 1 mod n である．□
ζ を 1の原始 n乗根とすれば xn − 1 の体K上の分解体は K(ζ) である．
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定義 8.1 自然数 n に対して 1, . . . , n − 1 のうち n と互いに素であるものの個数を ϕ(n)

で表し，ϕ をオイラー (Euler)関数という．

自然数 n に対して，加法群 Z の剰余群 Z/Zn = {0, 1, . . . , p− 1} の単元 (=可逆元）の
全体を (Z/Zn)× （または (Z/Zn)∗）で表す．(Z/Zn)× は乗法について群をなす．

補題 8.1 (Z/Zn)× の位数（元の個数）は ϕ(n) である．

証明: 命題 8.1の証明より，整数 mに対して整数 k が存在して Z/Znにおいてmk = 1が
成り立つための必要十分条件は，m と n が互いに素であることである．従って (Z/Zn)×

の位数は ϕ(n) に等しい．□

定理 8.1 K を C の部分体，L を xn − 1 の K 上の分解体とすると，ガロア群 G =

Gal(L/K) は (Z/Zn)× の部分群に同型である．従って G はアーベル群であり，位数は
ϕ(n)の約数である．

証明: 命題8.1よりxn−1の K上の最小分解体 Lは 1の任意の原始 n乗根 ζ で生成される．
すなわち，L = K(ζ) である．σ ∈ G := Gal(L/K) とすると，σ(ζ)n = σ(ζn) = σ(1) = 1

であり，自然数 k に対して，σ(ζ)k = σ(ζk) = 1と ζk = 1は同値であるから，σ(ζ)も 1の
原始n乗根である．従って nと互いに素な整数 j(σ) ∈ {1, . . . , n−1}によって σ(ζ) = ζj(σ)

と表される．σ, τ ∈ G に対して

ζj(τσ) = (τσ)(ζ) = (τ(σ(ζ)) = τ(ζj(σ)) = (τ(ζ))j(σ) = (ζj(τ))j(σ) = ζj(τ)j(σ)

より j(τσ) ∼= j(τ)j(σ) mod n が成立するから，G ∋ σ 7→ j(σ) ∈ (Z/Zn)× は群準
同型である．σ(ζk) = σ(ζ)k より σ の定める Un の置換は σ(ζ) のみから定まる．さ
らに，命題 6.2により G の元は Un の置換によって一意的に定まるから，この準同型
G ∋ σ 7→ j(σ) ∈ (Z/Zn)× は単射である．よって G は (Z/Zn)× の部分群に同型である．
□

例 8.1 (3次の円分体) ω :=
−1 +

√
−3

2
とおくと，x3−1の Q上の分解体は L = Q(ω) =

Q(
√
−3) であるから |Gal(L/Q)| = 2 である．一方 ϕ(3) = 2 だから定理 8.1により

G ∼= (Z/3Z)× ∼= Z/2Z （加法群）となり，G は位数 2 の巡回群である．

例 8.2 (5次の円分体) x5 − 1 = (x − 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1) と分解され，g(x) =

x4 + x3 + x2 + x + 1 は Q 上既約である（g(x + 1) に Eisensteinの判定法を適用）．

ζ = exp
(2πi

5

)
は ζ5 − 1 = 0 かつ ζ − 1 ̸= 0 より g(ζ) = 0 を満たす．従って x5 − 1 の Q

上の分解体を L とすると L = Q(ζ) であり [L : Q] = deg g = 4 となる．これと ϕ(5) = 4

から G = Gal(L/Q) は (Z/5Z)× に同型である．これは 4次の巡回群であることが容易に
確認できる．

問題 8.1 (1) 4次の円分体 (x4 − 1 の Q上の分解体）のガロア群を求めよ．
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(2) 6次の円分体のガロア群を求めよ．

問題 8.2 (1) x7 − 1 = (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1) は Q上の既約分解であ
ることを示せ．

(2) 7次の円分体のガロア群を求め，巡回群になるかどうか判定せよ．

問題 8.3 8次の円分体のガロア群を求め，巡回群になるかどうか判定せよ．

9 2項方程式と巡回拡大
ここでは，2項方程式 xn − a = 0 について考察する．この根は a の n乗根である．

定理 9.1 K は C の部分体であり，1の原始 n乗根を含む，すなわち Q上の xn − 1 の分
解体を含むと仮定する．a を 0でない K の元として，xn − a の K 上の分解体を L とす
る．このとき，L ⊃ K のガロア群 G = Gal(L/K) は巡回群であり，その位数は nの約数
である．特に xn − a が K上既約であれば，G は n次巡回群である．

証明: αn = a を満たす複素数 α を１つとり固定する．ζ を 1の原始 n乗根の１つとす
ると，k = 0, 1, . . . , n − 1 に対して (αζk)n = a であり αζk は相異なるから，これらが
xn − a の根のすべてである．ζ ∈ K より，L = K(α) となる．σ ∈ G(L/K) とすると，
ある j(σ) ∈ {0, 1, . . . , n− 1} があって，σ(α) = αζj(σ) となる．σ は σ(α) で定まるから，
j(σ) を Z/nZ の元とみなすと，写像

ψ : Gal(L/K) ∋ σ 7−→ j(σ) ∈ Z/nZ

は単射である．σ, τ ∈ Gal(L/K) に対して ζ ∈ K より

τ(σ(α)) = τ(αζj(σ)) = τ(α)ζj(σ) = αζj(τ)ζj(σ) = αζj(σ)+j(τ)

が成立するから ψ は G := Gal(L/K) から加法群 Z/nZ への単射群準同型である．従っ
て G は巡回群 Z/nZ の部分群とみなせる．巡回群の部分群はまた巡回群であるから，G
は巡回群であり，|G| は nの約数である．xn − a が Q上既約であれば，xn − a は α の K

上の最小多項式であるから，|G| = [L : K] = [K(α) : K] = n であり，G は Z/nZ に同型
である．□

ガロア拡大のガロア群が巡回群であるとき巡回拡大 (cyclic extension) という．ガロア
群がアーベル群のときアーベル拡大 (abelian extension) という．

例 9.1 3次の円分体は Q(
√
−3) であった．x3 − 2 の Q(

√
−3)上の分解体を L とする．

L = Q(
√
−3, 3

√
2) であり，[L : Q] = 6 であったから，[L : Q(

√
−3)] = 3 である．よっ

て x3 − 2 は 3
√
2 の Q(

√
−3)上の最小多項式であり，Q(

√
−3)上既約である．従って

Gal(L/Q(
√
−3)) は位数 3 だから 3次の巡回群である．この群は例 7.1では A3 に対応

する．
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例 9.2 4次の円分体は Q(i) である．x4 − 2 の Q(i)上の分解体は L = Q(i, 4
√
2) である．

[L : Q] = [Q(
4
√
2)(i) : Q(

4
√
2)] · [Q(

4
√
2)] : Q] = 2× 4 = 8

となることがわかる（なぜか？）．よって [L : Q(i)] = [L : Q]/[Q(i) : Q] = 4 である
から，x4 − 2 は 4

√
2 の Q(i)上の最小多項式であり既約である．従って定理 9.1により

Gal(L/Q(i)) は 4次の巡回群である．

定理 9.2 K を C の部分体とする．f(x) ∈ K[x] は 0多項式ではなく，C[x] における既
約分解が重複因子を持たないとすると，次の (1)と (2)は同値である．

(1) f(x) は K[x] の既約元である．

(2) f(x) の K上の分解体を L とすると Gal(L/K) は f(x) の根の集合 A に推移的に作
用する．すなわち，任意の α, β ∈ A に対して σ(α) = β を満たす σ ∈ Gal(L/K) が
存在する．

証明: f(x) の根の集合を A = {α1, . . . , αn} とする．G := Gal(L/K) の作用による A の
軌道分解を

A = A1 ∪ · · · ∪ Am

とする．すなわち，A1, . . . , Am のどの２つも共通元を持たず，G は各 Aj に推移的に作
用しているとする．Aj = {αj.1, . . . , αj,nj

} として，

fj(x) = (x− αj,1) · · · (x− αj,nj
) (1 ≤ j ≤ m)

とおく．σ ∈ G は Aj の元の置換を引き起こすから，σ(fj)(x) = fj(x) である．従って
fj(x) の係数は G によって固定されるから，定理 7.1により K に属する．よって K[x]

において f(x) = f1(x) · · · fm(x) と分解される．このとき f1(x), . . . , fm(x) は K 上で既
約である．実際たとえば f1(x) が既約でないとすると，K[x] において f1(x) = g(x)h(x)

(deg g ≥ 1, deg h ≥ 1) と分解される．σ ∈ G は g(x) の根を g(x) の根にうつし，f(x) が
重複因子を持たないことから，g(x) と h(x) は共通根を持たない．よって G は A1 に推
移的には作用しない．これは仮定に反するから f1(x) は既約である．以上により f(x) が
既約であることと m = 1 とが同値であり，m = 1 と G の A への作用が推移的であるこ
とが同値であるから主張が示された．□

命題 9.1 K を体，σ1, . . . , σn を K から C への相異なる体準同型として，c1, . . . , cn ∈ K

とすると，

c1σ1(a) + · · ·+ cnσn(a) = 0 (∀a ∈ K) ⇔ c1 = · · · = cn = 0.

証明: n に関する帰納法で示す．n = 1 のときは明らかである．n− 1 のときは正しいと仮
定する．任意の a ∈ K に対して c1σ1(a) + · · ·+ cnσn(a) = 0 が成立し，c1 = · · · = cn = 0

ではないと仮定する．すると c1, . . . , cn のうち少なくとも２つは 0 でないから，たとえば
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c1 ̸= 0 かつ c2 ̸= 0 としてよい．σ1 ̸= σ2 だから，ある γ ∈ K が存在して σ1(γ) ̸= σ2(γ)

となる．σ1(0) = σ2(0) = 0 より γ ̸= 0 であることに注意する．このとき，任意の a ∈ K

に対して

0 = c1σ1(γa)+c2σ2(γa)+· · ·+cnσn(γa) = c1σ1(γ)σ1(a)+c2σ2(γ)σ2(a)+· · ·+cnσn(γ)σn(a)

γ ̸= 0 より σ1(γ) ̸= 0 だから（体準同型は単射），σ1(γ) で割って

c1σ1(a) + c2σ2(γ)σ1(γ)
−1σ2(a) + · · ·+ cnσn(γ)σ1(γ)

−1σn(a) = 0

これと c1σ1(a) + c2σ2(a) + · · ·+ cnσn(a) = 0 より，

c2(σ2(γ)σ1(γ)
−1 − 1)σ2(a) + · · ·+ cn(σn(γ)σ1(γ)

−1 − 1)σn(a) = 0

となる．帰納法の仮定により，c2(σ2(γ)σ1(γ)−1−1) = 0．これとσ1(γ) ̸= σ2(γ)より c2 = 0

となるが，これは仮定に反する．□

定理 9.3 K は C の部分体であり，ガロア拡大 L ⊃ K のガロア群 G := Gal(L/K) が位
数 nの巡回群であり，1の原始n乗根は K に含まれると仮定する．このとき，ある a ∈ K

が存在して，L は xn − a の分解体と一致する．さらに xn − a は K上既約である．

証明: σ を Gの生成元（の１つ）とすると仮定よりG = ⟨σ⟩ = {idL, σ, . . . , σ
n−1} となる．

1の原始 n乗根 ζ を１つ固定して，写像 h : L→ L を

h(α) = α + ζσ(α) + · · ·+ ζn−1σn−1(α) (∀α ∈ L)

で定義する（h は体準同型とは限らない）．h(α) はラグランジュの分解式 (Lagrange re-

solvent)と呼ばれる．idL, σ, . . . , σ
n−1 は相異なる Lの自己同型だから，命題 9.1により h

は 0写像ではない．すなわち，ある γ ∈ L が存在して h(γ) ̸= 0 となる．ζ ∈ K, ζn = 1,

σn = idL を用いて

ζσ(h(γ)) = ζσ(γ) + ζ2σ2(γ) + · · ·+ ζnσn(γ) = γ + ζσ(γ) + · · ·+ ζn−1σn−1(γ) = h(γ)

すなわち σ(h(γ)) = ζ−1h(γ) を得る．従って，α = h(γ)−1 ∈ L とおけば，

σ(α) = σ(h(γ)−1) = σ(h(γ))−1 = (ζ−1h(γ))−1 = ζh(γ)−1 = ζα

が成立する．従って a = αn ∈ L とおけば

σ(a) = σ(αn) = σ(α)n = (ζα)n = ζnαn = a

を得る．よって σj(a) = a も成立しG = {idL, σ, · · · , σn−1} であるから，a は G の任意
の元で固定される．定理 7.1により L ⊃ K の中間体と G の部分群とのガロア対応にお
いて K と G が対応する (G = Gal(L/K) = Φ(K)より）から，K = LG = Ψ(G) であり，
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a ∈ LG = K 従って xn − a ∈ K[x] となる．σ(α) = ζα と σ(ζ) = ζ （ζ ∈ K だから）よ
り j = 0, 1, . . . , n− 1 に対して帰納的に

σj(α) = σj−1(σ(α)) = σj−1(ζα) = ζσj−1(α) = ζζj−1α = ζjα

が成立することがわかるので，G は xn − a の根の集合A = {α, ζα, . . . , ζn−1α} に推移的
に作用している．従って定理 9.2により xn − a は K上既約である．よって xn − a のK

上の分解体 F := K(α) は [F : K] = n を満たす．一方，[L : K] = n かつ L ⊃ F だから，
L = F = K(α) である．□

問題 9.1 x4 + 1 の Q(i) 上のガロア群を求めよ．

10 3次方程式のガロア群と根の公式
K を Cの部分体として，K[x]に属する3次多項式f(x) = x3+a2x

2+a1x+a0 (a0, a1, a2 ∈
K)を考察する．y = x+

1

3
a2 とすれば

f(x) = f
(
y − 1

3
a2

)
= y3 + b1y + b0 (∃b0, b1 ∈ K)

となるから，最初から f(x) = x3 + ax+ b (a, b ∈ K)としてよい．f(x) の根を α, β, γ と
すると，

x3 + ax+ b = (x− α)(x− β)(x− γ) = x3 − (α + β + γ)x2 + (βγ + γα + αβ)x− αβγ

より，
α + β + γ = 0, βγ + γα + αβ = a, αβγ = −b

を得る（根と係数の関係）．このとき，

∆ := (α− β)(α− γ)(β − γ), D(f) := ∆2

とおき，∆を α, β, γ の差積, D(f)を f(x)の判別式 (discriminant)という．α+β+γ = 0

より，

D(f) = (α− β)2(β − γ)2(γ − α)2 = {(α+ β)2 − 4αβ}{(β + γ)2 − 4βγ}{(α + γ)2 − 4αγ}
= (γ2 − 4αβ)(α2 − 4βγ)(β2 − 4αγ)

= −63α2β2γ2 + 16αβγ(α3 + β3 + γ3)− 4(α3β3 + β3γ3 + α3γ3)

ここで恒等式

x3 + y3 + z3 = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx) + 3xyz
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を用いて α + β + γ = 0 に注意すると

α3 + β3 + γ3 = 3αβγ = −3b,

α2β2 + β2γ2 + γ2α2 = (αβ + βγ + γα)2 − 2αβγ(α+ β + γ) = a2,

α3β3 + β3γ3 + γ3α3 = (αβ + βγ + γα)(α2β2 + β2γ2 + γ2α2 − α2βγ − αβ2γ − αβγ2)

+ 3α2β2γ2

= (αβ + βγ + γα)(α2β2 + β2γ2 + γ2α2) + 3α2β2γ2

= a3 + 3b2

以上をまとめて，判別式の公式

D(f) = ∆2 = −63(−b)2 + 16(−b)(−3b)− 4(a3 + 3b2) = −4a3 − 27b2

を得る．以下では，f(x) = x3 + ax + b は K上既約であると仮定する．f(x) の K上の
分解体は L = K(α, β, γ) である．ガロア群 G = Gal(L/K) の元は {α, β, γ} の置換を引
き起こすから，G は 3次対称群 S3 の部分群と見なすことができる．

定理 10.1 K を C の部分体として，f(x) = x3 + ax+ b ∈ K[x] は K上既約と仮定する．
f(x) の K上の分解体を L とし，G = Gal(L/K)，K2 = {a2 | a ∈ K} とおく．

(1) ∆ ̸∈ K すなわちD(f) = −4a3 − 27b2 ̸∈ K2 ならば G = S3

(2) ∆ ∈ K すなわちD(f) ∈ K2 ならば G = A3
∼= Z/3Z

さらに，いずれの場合でも L における A3 の固定体 LA3 はK(∆) である．

証明: f(x) は K 上既約であるから，根 α, β, γ は相異なり，f(x) の K 上の分解体は
L = K(α, β, γ) である．定義により ∆ ∈ L であるからK ⊂ K(∆) ⊂ L となり K(∆) は
L ⊃ K の中間体である．3次交代群 A3 は偶置換の全体からなる S3 の（正規）部分群
である．σ ∈ S3 が奇置換ならば σ(∆) = −∆, 偶置換ならば σ(∆) = ∆ が成立するので，
K(∆)に対応する Gの部分群 Gal(L/K(∆))は A3 である．従って [L : K(∆)] = |A3| = 3

であり，また，定理 7.1により K(∆) = LA3 も成立する．
一方，∆2 = D(f) = −4a3 − 27b2 ∈ K より，∆ ̸∈ K ならば [K(∆) : K] = 2 であり，

[L : K] = [L : K(∆)][K(∆) : K] = 3 · 2 = 6 であるから G = S3 となる．また，∆ ∈ K な
らば K(∆) = K であるからG = Gal(L/K(∆)) = A3 となる．□

例 10.1 f(x) = x3 + 3x + 1 は f(±1) ̸= 0 より Q上既約であり，判別式は D(f) =

−4 · 33− 27 = −135 ̸∈ Q2 であるから，f(x) の Q上の分解体 L のガロア群は S3 である．

例 10.2 f(x) = x3 − 3x + 1 は f(±1) ̸= 0 より Q上既約であり，判別式は D(f) =

−4 · (−3)3 − 27 = 81 = 92 ∈ Q2 であるから，f(x) の Q上の分解体 L のガロア群は A3

である．
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以下では，体 K は 1の原始 3乗根 ω :=
−1 +

√
−3

2
を含む，すなわち K ⊃ Q(

√
−3)で

あり，f(x) = x3 + ax+ b (a, b ∈ K) は K上既約であると仮定して，3次方程式 f(x) = 0

の根の公式を導こう．
L を f(x) のK 上の分解体として体の拡大 L ⊃ K(∆) ⊃ K を中間体 K(∆) を経由
して考察する．定理 10.1より Gal(L/K(∆)) = A3 は 3次巡回群であるから，定理 9.3に
よりある c ∈ K(∆) があって L は x3 − c の K(∆)上の分解体になる．従って L の元は
c ∈ K(∆) の 3乗根で表される．次に K(∆) は K上高々2次拡大なので，c は K に属す
るか，または Kの元を係数とする 2次方程式の根となる．これで f(x) = 0 の根の公式が
得られることになる．以上の方針を具体的に実行しよう．

K

L= K(α, β, γ) ∋ δ1, δ2

∋ d1, d2

∋ d1 + d2, d1d2

K(∆)

Gal(K(∆)/K) ∼= Z/2Z

Gal(L/K(∆)) ∼= Z/3Z

3次の巡回置換は A3 に属するから，Gal(L/K(∆)) ∼= A3 の元 σ であって

σ(α) = β, σ(β) = γ, σ(γ) = α

を満たすものが存在する．σ は偶置換であるからK(∆) の元（従って ω も)を固定する．
そこで Lagrangeの分解式に従って，

δ1 = α+ωσ(α)+ω2σ2(α) = α+ωβ+ω2γ, δ2 = α+ωσ2(α)+ω2σ4(α) = α+ω2β+ωγ

とおく．

ωσ(δ1) = ωσ(α) + ω2σ(β) + ω3σ(γ) = α + ωβ + ω2γ = δ1,

ω2σ(δ2) = ω2σ(α) + ω4σ(β) + ω3σ(γ) = α + ω2β + ωγ = δ2

より
σ(δ1) = ω−1δ1 = ω2δ1, σ(δ2) = ω−2δ2 = ωδ2 (2)

が成立する．よって k = 1, 2 について dk = δ3k とおけば σ(dk) = σ(δk)
3 = δ3k = dk が成立

し，Gal(L/K(∆)) = ⟨σ⟩ = {idL, σ, σ
2} であるから，dk は K(∆) に属する．

また，(2)より σ(δ1δ2) = δ1δ2 が成り立つことがわかるので，δ1δ2 は L⟨σ⟩ = K(∆) に属
する．実際に計算すると

δ1δ2 = (α + ωβ + ω2γ)(α + ω2β + ωγ) = α2 + β2 + γ2 + (ω + ω2)(αβ + βγ + γα)

= α2 + β2 + γ2 − (αβ + βγ + γα) = (α+ β + γ)2 − 3(αβ + βγ + γα) = −3a ∈ K
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を得る．これから d1d2 = −27a3 が従う．次に d1 を具体的に計算すると

d1 = δ31 = (α + ωβ + ω2γ)3

= α3 + β3 + γ3 + 6αβγ + 3ω(α2β + β2γ + γ2α) + 3ω2(α2β2 + βγ2 + γα2)

= −9b+ 3ω(α2β + β2γ + γ2α) + 3ω2(αβ2 + βγ2 + γα2)

を得る．δ1 の定義において ω に ω2 を代入したものが δ2 であるから，

d2 = δ32 = −9b+ 3ω2(α2β + β2γ + γ2α) + 3ω(αβ2 + βγ2 + γα2)

となることもわかる．従って

d1 + d2 = −18b+ 3(ω + ω2)(α2β + β2γ + γ2α) + 3(ω2 + ω)(αβ2 + βγ2 + γα2)

= −18b− 3(α2β + β2γ + γ2α)− 3(αβ2 + βγ2 + γα2)

= −18b− 3αβ(α + β)− 3βγ(β + γ)− 3γα(γ + α)

= −18b+ 9αβγ = −18b− 9b = −27b

を得る．これと d1d2 = −27a3 から，d1, d2 は共に t についての 2次方程式

t2 + 27bt− 27a3 = 0

の根であることがわかる．従って

d1, d2 = −27

2
b± 1

2

√
27(4a3 + 27b2) = −27

2
b± 3

√
3

2

√
−D(f)

を得る．ここで，f(x) の既約性から α, β, γ は相異なるので D(f) ̸= 0 であり，従って
d1 ̸= d2 であることを用いた．さて，

α + β + γ = 0, δ1 = α + ωβ + ω2γ, δ2 = α + ω2β + ωγ

より

P

αβ
γ

 =

 0

δ1
δ2

 , P :=

1 1 1

1 ω ω2

1 ω2 ω



が成立する．P は (3次の）離散 Fourier変換と呼ばれる．Q =

1 1 1

1 ω2 ω

1 ω ω2

 とおくと
PQ = 3I3 となることが容易に確かめられるので，αβ

γ

 = P−1

 0

δ1
δ2

 =
1

3
Q

 0

δ1
δ2


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より

α =
1

3
(δ1 + δ2), β =

1

3
(ω2δ1 + ωδ2), γ =

1

3
(ωδ1 + ω2δ2), δ31 = d1, δ32 = d2 (3)

を得る．d1 と d2 は a, b と平方根を用いて表され，δ1, δ2 は d1, d2 の 3乗根であるから，
これで 3次方程式 x3 + ax+ b = 0 の根が平方根と 3乗根および四則演算を用いて表され
たことになる．(3)をCardanoの公式という．ここで d1 と d2 が決まったとき，δ1 と δ2
の選び方は 3 × 3 = 9通りあるが，δ1δ2 = −3a を満たすように選ぶ必要がある．これを
満たすような δ1 と δ2 の選び方は 3通りあるが，これは α, β, γ の巡回置換に対応するこ
とがわかるので，δ1δ2 = −3a を満たせば 3通りのいずれでもよい．さらに d1 と d2 の決
め方は 2通りあるので，根の公式 (3)は 6通りの値を取り得るが，それらは α, β, γ の置
換に対応するので，結局 δ1δ2 = −3a を満たしさえすれば，d1, d2 と δ1, δ2 は任意の一組
を取ればよい．

例 10.3 x3 + 3x+ 1 = 0 の根を求めよう．D(f) = −135 であるから，

d1 = −27

2
+

3
√
3

2

√
135 =

−27 + 3
√
405

2
, d2 =

−27− 3
√
405

2

としてよい．ここで −27 + 3
√
405 > 0 に注意して

δ1 =
3

√
−27 + 3

√
405

2
, δ2 = − 3

√
27 + 3

√
405

2

とおくと δ31 = d1, δ
3
2 = d2かつ δ1は正の実数，δ2は負の実数であるから，δ1δ2 = −3a = −9

を満たす（符号のみチェックすればよい）．従って x3 + 3x+ 1 = 0 の 3根は

α =
1

3

 3

√
−27 + 3

√
405

2
− 3

√
27 + 3

√
405

2

 , β =
1

3

ω2 3

√
−27 + 3

√
405

2
− ω

3

√
27 + 3

√
405

2

 ,

γ =
1

3

ω 3

√
−27 + 3

√
405

2
− ω2 3

√
27 + 3

√
405

2


ここで α は負の実数であり，β, γ は互いに共役な複素数である．

問題 10.1 次の多項式の Q上の分解体 L のガロア群 Gal(L/Q) を求めよ．

(1) x3 − x− 1 (2) x3 − 3x2 + 1

11 可解群
定義 11.1 群 G が可解群 (solvable group)であるとは，G の部分群の列

{id} = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hm−1 ⊂ Hm = G

が存在して，すべての i = 1, . . . ,m について Hi−1 は Hi の正規部分群であり，剰余群
Hi/Hi−1 はアーベル群となることである．ここで id は G の単位元を表す．
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特に G がアーベル群ならば {id} ⊂ G は定義の条件を満たすから G は可解群である．

例 11.1 3次対称群 S3 は可解群である．実際，部分群の列 {id} ⊂ A3 ⊂ S3 において，A3

は S3 の正規部分群でありS3/A3
∼= Z/2Z はアーベル群である．また，A3

∼= Z/3Z もアー
ベル群である．

例 11.2 4次対称群 S4 は可解群である．実際，

N := {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}

とおくと，N ∼= (Z/2Z)⊕ (Z/2Z) であり，N は単位元とサイクル分解が 2つの互換の積
になるようなすべての S4 の元からなるから，S4 の正規部分群，よって A4 の正規部分群
でもある．従って S4 の部分群の列

{id} ⊂ N ⊂ A4 ⊂ S4

は可解群の条件を満たす．実際，S4/A4
∼= Z/2Z であり，A4/N は位数 3 だから Z/3Z に

同型である．

補題 11.1 n ≥ 3 のとき 3次交代群 An は 3次巡回置換で生成される．すなわち，An の
任意の元はいくつかの 3次巡回置換の積で表される．

証明: An の元は偶数個の互換の積（合成）で表されるから，２つの互換の積がいくつか
の 3次巡回置換の積で表されることを示せばよい．２つの相異なる互換が共通成分を持つ
とき，数字を入れ替えれば (1 2) と (2 3) とできるが，(1 2)(2 3) = (1 2 3) が成立する．
一方，２つの相異なる互換が共通成分を持たないときは，数字を入れ替えれば (1 2) (3 4)

とできるが，(1 2)(3 4) = (1 4 3)(1 2 3) が成立する．従って 2つの互換の積は１つまたは
２つの 3次巡回置換の積で表される．□

定理 11.1 n ≥ 5 のとき n次交代群 An は {id} と An 以外に正規部分群を持たない．

証明: H ̸= {id} を An の正規部分群とする．H が長さ 3の巡回置換 σ を少なくとも
１つ含むことを示せばよい．実際このとき，長さ 3の任意の巡回置換はある τ ∈ Sn に
よって τστ−1 と表される．もし τ が偶置換であれば，τ ∈ An より τστ−1 は H に属す
る．もし τ が奇置換であれば，n ≥ 5 より σ(j1) = j1 かつ σ(j2) = j2 をみたす相異なる
j1, j2 ∈ {1, . . . , n} がとれるので τ ′ = τ ◦ (j1 j2) とおけば τ ′ は偶置換であり，

τστ−1 = τ ◦ (j1 j2) ◦ σ ◦ (j1 j2) ◦ τ−1 = τ ′στ ′−1

は H に属する．従って補題 11.1により，いずれにせよ H = An であることがわかる．
さて，H が長さ 3の巡回置換を含まないと仮定しよう．H の単位元以外の元 σ の中
で，σ(j) = j となる j ∈ {1, . . . , n} の個数が最大となるものをとり，それを σ とする．
1, . . . , n を適当に入れ替えて，

{j ∈ {1, 2 . . . , n} | σ(j) = j} = {m+ 1, . . . , n}

としてよい. もし m ≤ 3 ならば σ は（偶置換であるから）長さ 3の巡回置換となり仮定
に反する．よって 4 ≤ m ≤ n である．以下で σ のサイクル分解の形に応じて場合分けし
て矛盾を導く．
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(1) σ のサイクル分解が互換の積であるとき：このとき σ は偶数個の互換の積になる．

(i) σ のサイクル分解が２つの互換の積であるとき：1, . . . ,m を入れ替えて σ =

(1 2)(3 4) としてよい．n ≥ 5 であることを用いて τ = (3 4 5) ∈ An とおくと
σ′ := τστ−1 = (1 2)(4 5) は H に属する．このとき

σ−1σ′ = (3 4)(1 2)(1 2)(4 5) = (3 4)(4 5) = (3 4 5)

も H に属するが，これは H が 3次の巡回置換を含まないという仮定に反する．

(ii) σ のサイクル分解が４つ以上の互換の積であるとき：1, . . . ,mを入れ替えてσ =

(1 2)(3 4)(5 6)(7 8) · · · としてよい．（従って m ≥ 8 である．）τ = (3 4 5) ∈ An

とおくと σ′ := τστ−1 = (1 2)(4 5)(3 6)(7 8) · · · は H に属し，σ と σ′ のサ
イクル分解は異なるから σ′ ̸= σ である．よって ρ := σ−1σ′ は単位元 id では
なく，

ρ(1) = σ−1(σ′(1)) = σ−1(2) = 1

と m ≥ 5 より ρ は 1 と m+ 1, . . . , n を固定する．これは m の定義に反する．

(2) σ のサイクル分解が 3次以上の巡回置換を含むとき：3 ≤ k ≤ m を満たす k があっ
て σ = (1 2 · · · k) · · · であるとしてよい．σ は仮定により 3次の巡回置換ではなく，
また 4次の巡回置換（奇置換）でもない．従って σ は少なくとも 5個以上の元を動
かすから m ≥ 5 である．

τ = (3 4 5) ∈ An とおくと σ′ := τστ−1 は H に属する．従って ρ := σ−1σ′ も H に
属し，

ρ(1) = σ−1(σ′(1)) = σ−1(2) = 1

が成立する．これと m ≥ 5 より，ρ は 1, m + 1, . . . , n を固定する．これは m の
定義に反する．

以上により，いずれの場合にも仮定に矛盾するから，H は 3次の巡回置換を含み，従っ
てAn に等しい．よって An は An と {id} 以外に正規部分群を持たない．□

An のようにそれ自身と {id} 以外に正規部分群を持たないような群は単純群 (simple

groop)と呼ばれる．位数が素数の群は巡回群であるが単純群でもある．

系 11.1 n ≥ 5 のとき n次交代群 An と n次対称群 Sn は可解群ではない．

証明: n ≥ 4 のときAn は，たとえば

(1 2 3)(2 3 4) = (1 2)(3 4), (2 3 4)(1 2 3) = (1 3)(2 4)

よりアーベル群ではない．上の定理により n ≥ 5 ならば An はAn と {id} 以外に正規部
分群を持たず，An はアーベル群ではないから An は可解群ではない．
n ≥ 5 のとき Sn は可解群ではないことを示そう．Sn の正規部分群は {id}, An, Sn の
みであることを示せば，An は可解でないことから主張が従う．H を Sn の An に含ま
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れない正規部分群とすると，H ∩An は An の正規部分群であるから，上の定理によって
H ∩An は {id} または An に等しい．H ∩An = An であれば H ⊃ An と仮定よりH = Sn

となる．よって H ∩ An = {id} としてよい．仮定より H はある奇置換 σ を含む．正規
部分群であることから，H は σ と同じ型のサイクル分解を持つようなすべての置換を含
み n ≥ 5 であるから特に σ−1 と異なる奇置換 τ を含む．このとき στ は偶置換だから
H ∩ An = {id} に属するが，στ ̸= id であるからこれは矛盾である．□

命題 11.1 G が可解群ならば G の任意の正規部分群 H と剰余群 G/H も可解群である．

証明: H を G の正規部分群とする．

{id} = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hm−1 ⊂ Hm = G

を可解群の定義を満たす G の部分群の列とする．このとき H の部分群の列

{id} = H0 ⊂ H1 ∩H ⊂ · · · ⊂ Hm−1 ∩H ⊂ Hm ∩H = H

は可解群の条件を満たすことを示せばよい．1 ≤ i ≤ m とする．Hi−1 は Hi の正規部分
群であるから，任意の σ ∈ Hi−1 ∩H と任意の τ ∈ Hi ∩H に対して τστ−1 は Hi−1 に属
するが，H は G の正規部分群であるから，τστ−1 は H にも属する．従って Hi−1 ∩H は
Hi ∩H の正規部分群である．自然な群準同型

φ : Hi ∩H ∋ σ 7−→ Hi−1σ ∈ Hi/Hi−1

の核は

Kerφ = {σ ∈ Hi ∩H | φ(σ) = Hi−1σ = Hi−1} = Hi ∩H ∩Hi−1 = Hi−1 ∩H

であるから群準同型定理より剰余群 (Hi ∩H)/(Hi−1 ∩H) = (Hi ∩H)/Kerφ は Imφ に
同型である．仮定より Hi/Hi−1 はアーベル群であるから，(Hi ∩H)/(Hi−1 ∩H) ∼= Imφ

もアーベル群である．以上により H は可解群であることが示された．
次に剰余群 G/H が可解群であることを示そう．π : G → G/H を自然な群準同型とす

る．σ ∈ G に対して π(σ) = σH である．G/H = π(G) の部分群の列

{id} = π(H0) ⊂ π(H1) ⊂ · · · ⊂ π(Hm−1) ⊂ π(Hm) = π(G)

が可解群の条件を満たすことを示せばよい．任意の σ ∈ Hi−1 と τ ∈ Hi に対して τστ−1 ∈
Hi−1 であるから，

π(τ)π(σ)π(τ)−1 = π(τστ−1) ∈ π(Hi−1)

より π(Hi−1) は π(Hi) の正規部分群である．π は全射群準同型

π : Hi/Hi−1 −→ π(Hi)/π(Hi−1)

を引き起こす．Hi/Hi−1 はアーベル群であるから，その π による像π(Hi)/π(Hi−1)もアー
ベル群である．よって G/H は可解群である．□
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12 方程式のべき根による可解性
3次方程式の根の公式では，方程式の係数から四則演算，平方根，3乗根という演算を
組み合わせて根が表示された．これを一般化して，方程式が「べき根によって解ける」ま
たは「可解」であるということを次のように定義する．

定義 12.1 K を C の部分体とする．f(x) ∈ K[x] に対して方程式 f(x) = 0 が K上でべ
き根によって解けるまたは K上可解であるとは，f(x) = 0 のすべての根が K の元から
出発して，べき乗根（2項方程式の根）と 1 のべき乗根および四則演算を組み合わせて表
示できることと定義する．ただし表示とは理論的な意味であり，具体的な表示を求めるこ
とができるかどうかは問わない．

定理 12.1 K をすべての 1 のべき乗根を含むような C の部分体，f(x) ∈ K[x] を 2次以
上の多項式とする．このとき，方程式 f(x) = 0 が K上べき根によって解けるための必要
十分条件は f(x) の K上の分解体 L のガロア群 Gal(L/K) が可解群となることである．

証明: (1) 必要性：f(x) = 0 が K上可解であると仮定する．n乗根による表示は，ある a

に対して 2項方程式 xn − a の根を表すから，Fm ⊃ L となるような拡大体の列

Fm ⊃ Fm−1 ⊃ · · · ⊃ F1 ⊃ F0 = K

であって，各々の i = 1, . . . ,m に対してある ni ∈ N とある ai ∈ Fi−1 があり，Fi は
xni − ai の Fi−1上の分解体となっているとしてよい．このとき Fi = K( n1

√
a1, . . . , ni

√
ai)

であるから，Fi は K上のガロア拡大である．ただし ni
√
ai は xni − ai の根の１つを表す

ものとする．（仮定より 1 の ni乗根は K に含まれるので，どれを選んでも以下の議論に
影響はない．) 体の拡大 Fm ⊃ K の中間体のガロア対応により，

Hi := Φ(Fi) = Gal(Fm/Fi) (i = 1, 2, . . . ,m)

とおく．このとき定理 7.2よりGal(L/K) の部分群の列

{id} = Hm ⊂ Hm−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = Gal(Fm/K)

ができ，Hi = Gal(Fm/Fi) ⊂ Gal(Fm/Fi−1) = Hi−1 とみなせる．Fi ⊃ Fi−1 はガロ
ア拡大であるから，Fi をガロア拡大 Fm ⊃ Fi−1 の中間体とみなせば，Fi に対応する
Gal(Fm/Fi−1) の部分群が Hi であり，定理 7.2により Hi は Hi−1 の正規部分群であり，
Hi/Hi−1

∼= Gal(Fi/Fi−1) が成立する．さらに定理 9.1により Hi/Hi−1 は巡回群である．
以上により Gal(Fm/K) は可解群であることがわかった．Fm ⊃ L ⊃ K と L が K のガ
ロア拡大であることと命題 11.1によりGal(L/K) ∼= Gal(Fm/K)/Gal(L/K) も可解群で
ある．
(2) 十分性： Gal(L/K) は可解群であると仮定する．部分群の列

{id} = Hm ⊂ Hm−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = Gal(L/K)
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であって，すべての i = 1, . . . ,m について，Hi は Hi−1 の正規部分群であり Hi−1/Hi は
アーベル群であるようなものが存在する．アーベル群の基本定理によって，Hi−1/Hi はい
くつかの（有限）巡回群の直和になる．従って Hi−1 の部分群の列

Hi = Gl ⊂ Gl−1 ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0 = Hi−1

が存在して，すべての j = 1, . . . , l についてGj は Gj−1 の正規部分群であってGj−1/Gj

は巡回群であるようにできる．従って，最初から各 Hi−1/Hi は巡回群であると仮定して
も一般性を失わない．

Fi := LHi = {α ∈ L | σ(α) = α (∀σ ∈ Hi)}

とおけば，定理 7.1と定理 7.2により

L = Fm ⊃ Fm−1 ⊃ · · · ⊃ F2 ⊃ F1 ⊃ F0 = K

が成立する．前半の証明で示したように，Hi = Gal(L/Fi) ⊂ Gal(L/Fi−1) = Hi−1 とみな
せてHiは Hi−1 の正規部分群であるから，Fi ⊃ Fi−1 はガロア拡大である．Gal(Fi/Fi−1) =

Gal(L/Fi−1)/Gal(L/Fi) = Hi−1/Hi は位数 ni := [Fi : Fi−1] の巡回群である．定理 7.2に
より，ある ai ∈ Fi−1 が存在して Fi は xni − ai の Fi−1上の分解体となる．以上により，
f(x) = 0 はべき根によって解けることが示された．□

13 5次方程式のガロア群の例と根の公式の不可能性
Q上のガロア群が S5 になるような 5次多項式の例を構成しよう．S5 は可解群ではない
ので，定理 12.1により，べき根によって解けない 5次方程式が存在することになる．これ
から特に，べき根を用いた 5次方程式の根の公式は存在しないことがわかる．もし公式が
存在すれば，任意の有理数係数の 5次方程式がべき根で解けることになるからである．

命題 13.1 pを素数とする．p次対称群 Sp の部分群 G が集合 X := {1, . . . , p} に推移的
に作用していて，かつ互換を１つでも含めば，G = Sn である．

証明: (1 2) ∈ G としてよい．集合 X に関係 ∼ を

i ∼ j ⇔ ( (i j) ∈ G または i = j)

で定義すると ∼ は同値関係になる．実際，i, j, k を X の相異なる３つの元で i ∼ j かつ
j ∼ k とすると，(i k) = (i j)(j k)(i j) ∈ G であるから i ∼ k となる．この同値関係によ
る X の類別を

X = X1 ∪ · · · ∪Xr

とする．σ ∈ G を任意にとる．もし i ∼ j ならば σ(i) ∼ σ(j) である．実際 i ̸= j かつ
(i j) ∈ G ならば (σ(i) σ(j)) = σ ◦ (i j) ◦ σ−1 ∈ G である．これと σ が全単射であること
から，σ は各々のXi をある Xj に写す（σ(Xi) = Xj）ことがわかる．仮定によりG は
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X に推移的に作用しているから，任意の i, j ∈ {1, . . . , r} に対して，ある σ ∈ G が存在
して σ(Xi) = Xj が成立する．特に

|X1| = · · · = |Xr| 従って p = r|X1|

が成立する．(1 2) ∈ G より |X1| ≥ 2 であり，p は素数だから r = 1，すわわち X = X1

でなければならない．これは Gが任意の互換を含むことを意味するから，G = Sp である．
□

定理 13.1 p を素数として，Q上既約な p次多項式 f(x) ∈ Q[x] の実根の個数がちょうど
p− 2 個であると仮定する．このとき f(x) の Q上の分解体を L とするとGal(L/Q) = Sp

である．

証明: f(x) の C における根を α1, α2, . . . , αp とする．このうち α1 と α2 のみが虚数であ
るとしてよい．

L := Q(α1, α2, . . . , αp), F := Q(α3, . . . , αp)

とおくと L は Q上ののガロア拡大であり，L ̸⊂ R かつ F ⊂ R より F & L であるから，
Gal(L/F ) は位数 2以上であり，ある σ ̸= id を含む．このとき

σ(α1) = α2, σ(α2) = α1, σ(αj) = αj (3 ≤ ∀j ≤ p)

であるから，G = Gal(L/Q) を α1, . . . , αp への作用によって Spの部分群とみなせば，G
は互換 (1 2) を含む．定理 9.2よりG は {α1, . . . , αp} に推移的に作用するから，命題 13.1

によって G = Sp となる．□

例 13.1 f(x) = x5− 4x+2 の Q上の分解体 L のガロア群 G := Gal(L/Q) は S5 である．
従って f(x) = 0 は Q上べき根によって解けない．まず，Eisensteinの判定法を p = 2と
して適用すれば，f(x) は Q上既約であることがわかる．f ′(x) = 5x4 − 4 はちょうど 2つ

の実根 ±α，α :=
(4
5

) 1
4
を持つ．

f(±α) = ±
(
4

5
α− 4α

)
+ 2 = ∓16

5
α + 2, α >

4

5

より，f(x) の極小値は f(α) < 0 であり極大値は f(−α) > 0 であることがわかる．従っ
て f(x) = 0 はちょうど 3個の実根を持つから，定理 13.1により G = S5 である．

14 円分体
n を自然数とするとき，xn − 1 の Q上の最小分解体のことを円分体 (cyclotomic field)

という．ここでは n が素数の場合を詳しく調べよう．

定理 14.1 p を素数とすると，xp − 1 の Q上のガロア群 G := GalQ(x
p − 1) は (Z/Zp)×

と同型であり，位数 p− 1 の巡回群である．
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証明: ζ を 1の原始 p乗根とすると，xp − 1 の Q上の最小分解体は L = Q(ζ) である（命
題 8.1）．ζ の Q上の最小多項式は

f(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1

であることを示そう．xp − 1 = (x− 1)f(x) と ζp = 1, ζ ̸= 1 より f(ζ) = 0 である．f(x)
が Q上既約であることを示そう．

xf(x+ 1) = (x+ 1)p − 1 = xp + pxp−1 + pC2x
p−2 + · · ·+ px

よって
f(x+ 1) = xp−1 + pxp−2 + pC2x

p−3 + · · ·+ p

であり，1 ≤ j ≤ p − 1 のとき pCj = p(p − 1) · · · 2/j! は pの倍数だから，Eisensteinの
判定法により f(x+ 1) は Q上既約である．従って f(x) も Q上既約である．以上により
[L : Q] = p − 1 = ϕ(p) であり G は (Z/Zp)× の部分群であったから，G = (Z/Zp)× で
ある．
最後に，Gが巡回群であることを示そう．Fp = {0, 1, . . . , p− 1}は体であり，(Z/Zp)× =

F×
p = Fp \ {0} である．F×

p は乗法に関して位数 p− 1 のアーベル群だから，単因子論によ
るアーベル群の基本定理の証明（「環と加群」を参照）から，自然数の列 d1|d2| · · · |dr が
あって，アーベル群としての直和分解

F×
p
∼= (Z/Zd1)⊕ · · · ⊕ (Z/Zdr)

が存在する．ここで d1 ≥ 2 と仮定してよい．この同型から，d = dr とおけば任意の
j ∈ F×

p について j
d
= 1 が成立する．d1 · · · dr = p− 1 であるから，r ≥ 2 と仮定すると，

d < p−1である．一方，多項式 xd−1の体 Fp における根は高々 d個だから，これは矛盾
である．従って r = 1 かつ d = p− 1 でなければならないから，F×

p は巡回群 Z/Z(p− 1)

に同型である．□
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