
数理モデルと微分方程式
大阿久 俊則

はじめに：数理モデルと微分方程式の例
微分方程式とは，未知の関数とその導関数の間に成り立つ関係式のことである．その
関係式を満たすような未知の関数を求めることを，微分方程式を解くという．特に 1変
数の未知関数とその導関数の間に成り立つ関係式のことを常微分方程式という．この授
業では常微分方程式を扱うので，常微分方程式のことを単に微分方程式と呼ぶことに
する．
一般に自然現象の背後にある法則は微分方程式で表されることが多い．I. Newton は

1670年頃に物体の運動を統制する法則を見出した．これは Newton力学と呼ばれ，次
の 2つの原理にまとめられる．

(1) 運動している物体の質量（スカラー）と加速度（ベクトル）との積は，その物体
に働いている力（ベクトル）に等しい (Newton の運動方程式)．

(2) ２つの天体の間に働く重力は，その２つの天体の質量の積に比例し，２つの天体
間の距離の 2乗に反比例する（万有引力の法則）．

Newton はこの 2つの原理（法則）から，天体の運動を表す微分方程式を導き，太陽
のまわりを回る惑星の場合にこの微分方程式を解いて，惑星の軌道は楕円（円を含む），
放物線，双曲線のいずれかであることを示した．これによって，J. Kepler が T. Brahe

による火星の観測データを整理して 1620年頃に発見した法則 (Keplerの 3法則)が数学
的に証明された．正確に言えば，２つの法則のうち (2)については当時は実験で確かめ
ることは不可能だったから，Newton は (2)を仮定すれば Kepler の法則が導けること
を発見したということになる．そのためには，りんごが木から落ちるのを見るだけでは
なく，実際に微分方程式を解くという作業が必要であった．このように，実際に正しい
かどうかわからないが，「作業仮説」（計算を進めるためにとりあえず仮定する条件）と
して数学的に定式化した法則のことを，一般に数理モデルという．Newton は人類史上
初めて本格的な数理モデルを考え，実際にそれを解き，その解が実際の現象と良く一致
することを確かめたわけである．しかも Newton はそのために微分積分法を創始して
いた．
実際に惑星の運動を表す微分方程式を導いてみよう．簡単のため xy平面で考え，原
点に太陽があるとする．太陽と惑星の質量をそれぞれ M , m として，惑星の時刻 t に
おける位置を (x, y) = (x(t), y(t)) とすると，太陽と惑星の距離 r は r = x2 + y2 であ
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る．よって (2)から太陽から惑星に作用する引力は，原点に向かう大きさGMmr−2 の
ベクトルである．ここで G は万有引力定数と呼ばれる正の定数である．点 (x, y) の極
座標を (r, θ) として，引力ベクトル F⃗ を成分表示すると，

F⃗ = −GMm

r2
(cos θ, sin θ) = −GMm

r3
(r cos θ, r sin θ) = −GMm

r3
(x, y) = − GMm

(x2 + y2)
3
2

(x, y)

となる．よって Newtonの運動方程式 (1)は

m
d2x

dt2
= − GMmx

(x2 + y2)
3
2

, m
d2y

dt2
= − GMmy

(x2 + y2)
3
2

と表すことができる．ここで G は万有引力定数と呼ばれる正の定数である．これは 2

つの未知関数 x = x(t) と y = y(t) についての 2階の連立微分方程式である．
次に，力学とは全く異なる数理モデルの例として，次のような 2つの生物の間の生存
競争モデルを考えよう．ある海域に生息するサメの数を時間 t の関数として y(t) とし，
サメに補食される小魚の数を x(t) とする．サメは小魚を餌としていて，小魚はプラン
クトンを餌としている．プランクトンは常に豊富に存在すると仮定する．すると，小魚
は餌が豊富に存在するので，サメがいなければ増加する．一方，サメは小魚に依存して
いるので，小魚がいないと数が減る．このとき，x(t) と y(t) の間には次のような関係
が成り立つことが期待される．

x′(t) = (a− by(t))x(t), y′(t) = (cx(t)− d)y(t)

ここで a, b, c, d は正の定数である．この微分方程式（数理モデル）は以下のように意
味づけられる．まず小魚の増加率 x′(t)

x(t)
は a− by(t) である．サメがいない，すなわち

y(t) = 0 ならば，小魚は指数関数的に増加する．しかしサメがいると，サメの数に比例
して捕食されるので，増加率が a− cy(t) となる．一方，サメは餌になる小魚がいない
と生きていけないのでサメの増加率は負の値 −d となり，指数関数的に減少する．小魚
がいると，サメの増加率は小魚の量に比例して増えて −d+ cx(t) となる．この微分方
程式は捕食者と被食者の間に成り立つ最も単純な数理モデルである．これは物理法則の
ようにある原理から導かれたものではないが，この微分方程式の解が求まれば，それを
実際の現象と比較することによりこの数理モデルの妥当性を検証することができる．
この授業では，以上のような数理モデルを表す微分方程式の解を求めたり，あるいは
解が求められない場合でも，解が存在するかどうか，存在すればどんな性質を満たす
か，などを考察することが目標である．しかし，上記の 2つの例は難しいので，前半で
は線形連立系とよばれる微分方程式を線形代数を用いて考察する．後半ではそれをもと
にして，もう少し一般的な微分方程式の解の存在と一意性について考察し，その後に上
記の例を含めていくつかの具体的な数理モデルを詳しく扱う．「解析学の応用」で学習
した事項，特に変数分離形の微分方程式の解法，定数変化法，定数係数 2階線形微分方
程式の解法などを必要に応じて（復習もしながら）用いる．
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1 定数係数連立線形微分方程式
1.1 2個の未知関数についての連立微分方程式
ここでは 2つの未知関数 x1(t) と x2(t) についての微分方程式を考察する．x1(t) と

x2(t) についての 1階連立微分方程式は，一般に f1(x1, x2) と f2(x1, x2) を与えられた 2

変数関数として，

x′
1(t) = f1(x1(t), x2(t)), x′

2(t) = f2(x1(t), x2(t))

と表すことができる．以下では f1 と f2 が 1次式 f1(x1, x2) = a11x1+a12x2, f2(x1, x2) =

a21x1 + a22x2 の場合，すなわち
d

dt
x1(t) = a11x1(t) + a12x2(t),

d

dt
x2(t) = a21x1(t) + a22x2(t)

という形の微分方程式を扱う．ここで aij は実数の定数である．行列とベクトルを用い
ると，

d

dt
x(t) = Ax(t), x(t) =

(
x1(t)

x2(t)

)
, A =

(
a11 a12
a21 a22

)
(1)

と表せる．これを解くことが以下の目標である．
まず A が対角行列，すなわち a12 = a21 = 0 の場合を考察しよう．このときは，(1)

は２つの互いに独立な微分方程式
d

dt
x1(t) = a11x1(t),

d

dt
x2(t) = a22x2(t)

となる．これらは変数分離形の微分方程式だから簡単に解けて，C1, C2 を任意定数と
して

x1(t) = C1e
a11t, x2(t) = C2e

a22t

となることがわかる．
一般の連立微分方程式 (1)を解くために，P を 2次正則行列として,

x(t) = Py(t) すなわち y(t) = P−1x(t)

によって新しい未知関数 y1(t), y2(t) を成分とする縦ベクトル y(t) を定める．このとき，
d

dt
x(t) =

d

dt
(Py(t)) = P

d

dt
y(t), Ax(t) = APy(t)

となるので，x(t) が微分方程式 (1)を満たすことと，y(t) が微分方程式
d

dt
y(t) = (P−1AP )y(t) (2)

を満たすことは同値である．そこで，P−1AP がなるべく簡単な行列（たとえば対角行
列）となるように P を選ぶことを考える．
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• A が対角化可能の場合
行列 A が対角化可能，すなわち実数を成分とする正則行列 P があって

P−1AP =

(
λ1 0

0 λ2

)

となる場合を考察しよう．このとき，λ1 と λ2 はAの固有値である．また P の成分は
実数と仮定しているので，λ1, λ2 は実数である．x(t) = Py(t) により未知関数のベクト
ルを x(t) から y(t) に変換すると，y(t) = t(y1(t), y2(t)) は

d

dt
yj(t) = λjyj(t) (j = 1, 2)

を満たすことがわかる．よって上のAが対角行列のときの議論から，ある定数 C1, C2

があって，
yj(t) = Cje

λjt (j = 1, 2)

と表される．従って，(1)の解 x(t) は正則行列 P の第 (i, j)成分を pij とおけば，(
x1(t)

x2(t)

)
= x(t) = Py(t) = P

(
C1e

λ1t

Cne
λ2t

)
=

(
p11C1e

λ1t + p12C2e
λ2t

p21C1e
λ1t + p22C2e

λ2t

)

= C1e
λ1t

(
p11
p21

)
+ C2e

λ2t

(
p12
p22

)
= C1x1(t) + C2x2(t) (3)

と表される．ここで

x1(t) = eλ1t

(
p11
p21

)
, x2(t) = eλ2t

(
p12
p22

)
(4)

とおいた．x1(t) と x2(t) はそれぞれ (3)で C1 = 1, C0 = 0, およびC1 = 0, C2 = 1 とし
たときの x(t) だから，x1(t) と x2(t) は共に連立微分方程式 (1)の解である．
さらに，x1(t) と x2(t) は任意の t ∈ R を固定したとき，1次独立なベクトルとなる．
実際，

C1x1(t) + C2x2(t) = C1e
λ1t

(
p11
p21

)
+ C2e

λ2t

(
p12
p22

)
=

(
0

0

)
と仮定すると，P が正則行列であることから，その２つの列ベクトル t(p11, p21) と
t(p12, p22) は 1次独立であるから，C1 = C2 = 0 となる．以上により，連立微分方程
式 (1)の解の全体は 2次元のベクトル空間をなし，x1(t) と x2(t) はその基底になって
いることがわかった．x1(t) と x2(t) のように (1)の 1次独立な 2つの解のことを (1)の
解の基本系という．解の基本系は解全体のなすベクトル空間の基底になっている．

A

(
p11
p21

)
= λ1

(
p11
p21

)
, A

(
p12
p22

)
= λ2

(
p12
p22

)

であるから，解の基本系 (4)は，行列 A の固有値と固有ベクトルから求められる．
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以上では，最初に A が対角化可能と仮定したが，逆に λ1 と λ2 を A の 2つの固有値
として，λ1 も λ2 も実数であると仮定する．p1 =

t(p11, p21) を固有値 λ1 に対する固有
ベクトル，p2 =

t(p12, p22) を固有値 λ2 に対する固有ベクトルとする．このとき，もし
p1 と p2 が 1次独立であれば，これらを並べてできる 2× 2行列P =

(
p1 p2

)
は正則

行列であり，

AP = P

(
λ1 0

0 λ2

)
すなわち P−1AP =

(
λ1 0

0 λ2

)
が成立するから，A は（実数の範囲で）対角化可能である．次の補題により λ1 ̸= λ2 な
らば p1 と p2 は 1次独立である．

補題 1.1 A を実数を成分とする 2 × 2行列，λ1, λ2 をその固有値とする．λ1, λ2 を相
異なる実数と仮定して，λ1 に対する固有ベクトルを p1，λ2 に対する固有ベクトルを
p2 とすると，p1 と p2 は 1次独立である．

証明: p1 と p2 が 1次独立でない，すなわち 1次従属であるとすると，C1p1+C2p2 = 0

をみたす定数 C1 と C2 であって (C1, C2) ̸= (0, 0) をみたすものが存在する．仮定によ
り Ap1 = λ1p1, Ap2 = λ2p2 だから，

0 = A(C1p1 + C2p2) = C1Ap1 + C2Ap2 = C1λ1p1 + C2λ2p2

この式から 0 = λ1(C1p1 + C2p2) を辺々引いて
C2(λ2 − λ1)p2 = 0

を得るが，p2 ̸= 0, λ2 − λ1 ̸= 0 だから C2 = 0 でなければならない．同様に 0 =

λ2(C1p1 +C2p2) を辺々引いてC1 = 0 を得る．よって p1 と p2 は 1次独立であること
が示された．□
次に，t0 を与えられた実数，b = t(b1, b2) を与えられたベクトルとして，微分方程式
の初期値問題

d

dt
x(t) = Ax(t), x(t0) = b (5)

を満たすベクトル関数 x(t) がただ１つ定まることを示そう．C1,C2 を任意定数として

x(t) = C1e
λ1t

(
p11
p21

)
+ C2e

λ2t

(
p12
p22

)
とおくと，初期条件から

b = x(t0) = C1e
λ1t0

(
p11
p21

)
+ C2e

λ2t0

(
p12
p22

)
= P

(
C1e

λ1t0

C2e
λ2t0

)
であるから，C ′

1 := C1e
λ1t0 と C ′

2 := C2e
λ2t0 は

P

(
C ′

1

C ′
2

)
= b すなわち

(
C ′

1

C ′
2

)
= P−1b
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により一意的に定まる．（P−1 を求めずに連立 1次方程式を解いてもよい．）このとき，
初期値問題 (5)の解は

x(t) = C ′
1e

λ1(t−t0)

(
p11
p21

)
+ C ′

2e
λ2(t−t0)

(
p12
p22

)

で与えられる．

例 1.1 微分方程式の初期値問題

d

dx
x(t) =

(
6 −3

2 1

)
x(t), x(0) =

(
1

0

)

の解を求めよう．この行列を A とおいて A の固有値と固有ベクトルを求める．固有値
λ は，特性多項式（固有多項式）

det(λI2 − A) =

∣∣∣∣∣λ− 6 3

−2 λ− 1

∣∣∣∣∣ = (λ− 6)(λ− 1) + 6 = λ2 − 7λ+ 12 = (λ− 3)(λ− 4)

より 3 と 4である．固有値 3 に対する固有ベクトルを t(v1, v2) とすると，

(3I2 − A)

(
v1
v2

)
=

(
0

0

)
, 3I − A =

(
−3 3

−2 2

)
−→

(
1 −1

0 0

)

より v1 = v2．よってたとえば v1 = v2 = 1 とすれば t(1, 1) は固有値 3 に対する A の
固有ベクトルである．固有値 4 に対する固有ベクトルとして

4I2 − A =

(
−2 3

−2 3

)
−→

(
1 −3

2

0 0

)

より，たとえば t(3, 2) をとれる．以上により微分方程式 x′(t) = Ax(t) の一般解は，
C1, C2 を任意定数として

x(t) = C1e
3t

(
1

1

)
+ C2e

4t

(
3

2

)
=

(
C1e

3t + 3C2e
4t

C1e
3t + 2C2e

4t

)

と表される．初期条件から(
1

0

)
= C1

(
1

1

)
+ C2

(
3

2

)
=

(
1 3

1 2

)(
C1

C2

)

これを解いて C1 = −2, C2 = 1. よって求める解は

x(t) = −2e3t

(
1

1

)
+ e4t

(
3

2

)
=

(
−2e3t + 3e4t

−2e3t + 2e4t

)
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問題 1.1 次の微分方程式の一般解と，与えられた初期条件を満たす解をそれぞれ求めよ．

(1)
d

dt

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
1 2

2 −2

)(
x1(t)

x2(t)

)
,

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
0

1

)

(2)
d

dt

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
1 2

2 4

)(
x1(t)

x2(t)

)
,

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
1

1

)

(3)
d

dt

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
1 −3

−2 2

)(
x1(t)

x2(t)

)
,

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
1

0

)

• ２つの固有値が同一の場合
a, b, c, d を実数として，A =

(
a b

c d

)
, x(t) = t(x1(t), x2(t)) とおき，連立微分方程式

d

dt
x(t) = Ax(t) (6)

を考察する．A の固有方程式は∣∣∣∣∣λ− a −b

−c λ− d

∣∣∣∣∣ = (λ− a)(λ− d)− bc = λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0 (7)

である．

補題 1.2 (Cayley-Hamiltonの定理) A =

(
a b

c d

)
に対して

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)I2 = O

が成立する．ただし I2 は 2次単位行列，O は 2× 2 の零行列である．なお，λ2 − (a+

d)λ+(ad− bc) は A の固有多項式であり，上の式は，固有多項式の変数 λ に行列 A を
代入すると零行列になることを意味している．

証明: A2 =

(
a2 + bc ab+ bd

ac+ cd bc+ d2

)
を用いて成分を計算すればよい．□

以下では (7)が重根を持つと仮定する．このとき，(7)の重根は実数であるから，Aは
ただ一つの固有値 α ∈ R を持つ．この α に対する２つの 1次独立な固有ベクトル p1

と p2 が存在すれば，A は p1 と p2 を並べてできる正則行列 P により対角化できるの
で既に述べたように一般解が求まる．
そこで，α に対する固有ベクトルで 1次独立なものが一つしか存在しない場合を考察
しよう．Cayley-Hamiltonの定理により，

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)I2 = O
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が成立する．ここで α が (7)の重根であることから，固有多項式に対する根と係数の関
係を用いると a+ d = 2α, ad− bc = α2 が成立するから，

(A− αI2)
2 = A2 − 2αA+ α2I2 = O

を得る．仮定により A は対角行列ではないから A ̸= αI2 である．よって A−αI2 は零
行列ではないから，(A− αI2)p2 ̸= 0 をみたす p2 ∈ R2 が存在する．p1 = (A− αI2)p2

とおくと，
(A− αI2)p1 = (A− αI2)

2p2 = Op2 = 0

となる．すなわち p1 は A の固有ベクトルである．
p1 と p2 は 1次独立であることを示そう．1次従属と仮定すると，ある実数 c が存在
して p1 = cp2 と表せる．p1 ̸= 0 だから c ̸= 0 である．一方，p2 の選び方から

(A− αI2)p1 = c(A− αI2)p2 ̸= 0

であったから，これは (A − αI2)p1 = 0 に矛盾する．以上により，p1 と p2 は 1次独
立であることがわかった．よって p1 と p2 を並べてできる 2次正方行列を P とおくと
P は正則行列であり，Ap2 = p1 + αp2 に注意すると

AP =
(
Ap1 Ap2

)
=
(
αp1 αp2 + p1

)
= P

(
α 1

0 α

)
, すなわち P−1AP =

(
α 1

0 α

)

が成立することがわかる．この右辺の上三角行列は A の Jordan(ジョルダン)標準形と
呼ばれる．
ここで x(t) = Py(t) によって新しい未知関数の縦ベクトルy(t) = t(y1(t), y2(t)) を定
めれば，y(t) は

d

dt
y(t) = (P−1AP )y(t) =

(
α 1

0 α

)
y(t) (8)

すなわち，
d

dt
y1(t) = αy1(t) + y2(t),

d

dt
y2(t) = αy2(t)

という連立微分方程式を満たす．後者の方程式から C2 を任意定数として y2(t) = C2e
αt

となることがわかる．従って y1(t) は
d

dt
y1(t) = αy1(t) + C2e

αt

という 1階線形微分方程式を満たす．定数変化法により，y1(t) = C(t)eαt とおいて，こ
の微分方程式に代入すると

C ′(t)eαt + αC(t)eαt = αC(t)eαt + C2e
αt すなわち C ′(t) = C2

となるから，C1 を任意定数として，C(t) = C1 + C2t と表せる．以上により，(8)の一
般解は

y1(t) = (C1 + C2t)e
αt, y2(t) = C2e

αt
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と表されることがわかった．逆にこれが (8)を満たすことも容易に確かめられる．以上
により (6)の一般解は C1, C2 を任意定数として，

x(t) = Py(t) = P

(
(C1 + C2t)e

αt

C2e
αt

)
= eαtP

(
1 t

0 1

)(
C1

C2

)

と表されることがわかった．特に (C1, C2) = (1, 0), (0, 1) のときの解を

x1(t) = eαtP

(
1 t

0 1

)(
1

0

)
= eαtP

(
1

0

)
= eαtp1,

x2(t) = eαtP

(
1 t

0 1

)(
0

1

)
= eαtP

(
t

1

)
= teαtp1 + eαtp2

で定義すると，x(t) = C1x1(t)+C2x2(t)が成立する．ここで、x(t) = 0，すなわち t ∈ R
について x(t) = 0 となったとすると，t = 0 とおいて C1p1 +C2p2 = 0 を得る．p1 と
p2 は 1次独立であったから，C1 = C2 = 0 でなければならない．よって x1(t) と x2(t)

は 1次独立である．以上により，x1(t) と x2(t) は (6)の解全体のなすベクトル空間 V

の基底であることが示された．

例 1.2 未知関数 x(t) = t(x1(t), x2(t)) に対する連立微分方程式

d

dt
x(t) =

(
−2 1

−1 0

)
x(t)

の一般解を求めよう．A =

(
−2 1

−1 0

)
の固有値は −1 のみである．p2 ∈ R2 を

(A+ I2)p2 =

(
−1 1

−1 1

)
p2 ̸= 0

となるように，たとえば p2 =
t(1, 0) ととる．次に p1 = (A + I2)p2 =

t(−1,−1) とす
る．p1 と p2 を並べてできる行列を P とすると，

P =

(
−1 1

−1 0

)
, P−1AP =

(
−1 1

0 −1

)

となることがわかる．従って一般解は

x(t) = e−t

(
−1 1

−1 0

)(
1 t

0 1

)(
C1

C2

)
= e−t

(
−1 −t+ 1

−1 −t

)(
C1

C2

)

−C1, −C2 を改めて C1, C2 とすれば

x(t) = e−t

(
1 t− 1

1 t

)(
C1

C2

)
= C1e

−t

(
1

1

)
+ C2e

−t

(
t− 1

t

)
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問題 1.2 次の連立微分方程式の一般解を求めよ．また，与えられた初期条件を満たす
解を求めよ．

(1)
d

dt

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
3 1

−1 1

)(
x1(t)

x2(t)

)
,

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
1

1

)

(2)
d

dt

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
1 −1

1 −1

)(
x1(t)

x2(t)

)
,

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
1

−1

)

• A の固有値が虚数の場合

A =

(
a b

c d

)
の固有方程式 λ2 − (a + d)λ + (ad − bc) の根の一つを α とすると，

α2 − (a + d)α + (ad − bc) = 0 が成立する．複素共役をとると，a, b, c, d は実数だから
α2 − (a+ d)α+ (ad− bc) = 0 となるから，α も固有方程式の根である．よって，A の
２つの固有値は α と α である．α に対する固有ベクトルを p とする．α が複素数であ
るから，p の成分も複素数である。このとき Ap = αp の複素共役をとると，Ap = αp

となるから，p は α に対する固有ベクトルである．p と p は C上 1次独立であること
を示そう．C1, C2 を複素数として C1p+C2p = 0 となったとすると，両辺に A を左か
ら掛けて

0 = C1Ap+ C2Ap = C1αp+ C2αp

を得る．これを α(C1p+ C2p) = 0 から引いてC2(α− α)p = 0 を得る．α は実数では
ないから α − α ̸= 0 なので，C2 = 0 でなければならない．よって C1p = 0 すなわち
C1 = 0 を得る．以上により p と p は C上 1次独立であることが示された．
そこで p と p を並べてできる行列を P とすると，P は複素数を成分とする 2次正
則行列であり，

AP =
(
αp αp

)
= P

(
α 0

0 α

)
が成立する．y(t) = P−1x(t) とおくと，y(t) = t(y1(t), y2(t)) は複素数値の未知関数か
らなる 2次元縦ベクトルであり，

d

dt
y(t) = P−1 d

dt
x(t) = P−1Ax(t) = P−1APy(t) =

(
α 0

0 α

)
y(t)

を満たす．成分ごとに書くと

y′1(t) = αy1(t), y′2(t) = αy2(t)

となる．α = a+ bi (a, b ∈ R)とすると，ある複素数の定数 C1, C2 が存在して

y1(t) = C1e
αt = C1e

at+ibt = C1e
at(cos bt+ i sin bt),

y2(t) = C2e
αt = C2e

at−ibt = C2e
at(cos bt− i sin bt)
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と表せることを示そう．z(t) = e−αty1(t) とおくと，z(t) は複素数値関数であり，

z′(t) = (e−αt)′y1(t) + e−αty′1(t) = −αe−αty1(t) + e−αtαy1(t) = 0

となるから，z(t) は定数である（z(t) の実部と虚部の導関数が 0 だから，実部も虚部
も定数となる）．よって z(t) = C1 とおけば y1(t) = C1e

αt となる．y2(t) についても同
様である．
以上により，微分方程式 x′(t) = Ax(t) の複素数値の解 x(t) は，C1, C2 を複素数の
任意定数として

x(t) = Py(t) = P

(
C1e

at(cos bt+ i sin bt)

C2e
at(cos bt− i sin bt)

)
= C1e

at(cos bt+ i sin bt)p+ C2e
at(cos bt− i sin bt)p

と表されることがわかった．この x(t) が実数ベクトルになるための条件を導こう．x(t)

が実数値であるための必要十分条件は x(t) = x(t) すなわち

x(t) = C1e
at(cos bt− i sin bt)p+ C2e

at(cos bt+ i sin bt)p

= C1e
at(cos bt+ i sin bt)p+ C2e

at(cos bt− i sin bt)p = x(t)

が成立することである．p と p が C上 1次独立なことに注意すると，この条件は，
C2 = C1 と同値であることがわかる．この条件が成立するとき

x(t) = C1e
at(cos bt+ i sin bt)p+ C1e

at(cos bt− i sin bt)p

= 2Re {C1e
at(cos bt+ i sin bt)p}

である．ここで p = p1 + ip2, C1 = c1 + ic2 （c1, c2 は実数，p1,p2 は実数を成分とす
る 2次元縦ベクトル）とおくと，

x(t) = 2Re
{
(c1 + ic2)e

at(cos bt+ i sin bt)(p1 + ip2)
}

= 2c1e
at{(cos bt)p1 − (sin bt)p2} − 2c2e

at{(sin bt)p1 + (cos bt)p2}

となる．よって 2c1,−2c2 をあらためて実数の定数 C1, C2 とすれば，微分方程式 x′(t) =

Ax(t) の実数値の一般解はC1, C2 を実数の任意定数として

x(t) = C1e
at{(cos bt)p1 − (sin bt)p2}+ C2e

at{(sin bt)p1 + (cos bt)p2}

= eat
(
p1 p2

)( cos bt sin bt

− sin bt cos bt

)(
C1

C2

)
と表される．

例 1.3 微分方程式の初期値問題

d

dt
x(t) =

(
3 −2

4 −1

)
x(t), x(0) =

(
1

2

)
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の解を求めよう．この行列を A とおくと，固有多項式∣∣∣∣∣λ− 3 2

−4 λ+ 1

∣∣∣∣∣ = λ2 − 2λ+ 5

より Aの固有値は 1±2iである．1+2iに対する固有ベクトルとして，たとえば t(1, 1−i)

がとれることがわかる．従って，p1 =
t(1, 1), p2 =

t(0,−1) とおくと，一般解は C1, C2

を任意定数として

x(t) = C1e
t{(cos 2t)p1 − (sin 2t)p2}+ C2e

t{(sin 2t)p1 + (cos 2t)p2}

= C1e
t

(
cos 2t

cos 2t+ sin 2t

)
+ C2e

t

(
sin 2t

sin 2t− cos 2t

)

と表される．初期条件から C1 = 1, C2 = −1 となるので，求める解は

x(t) = et

(
cos 2t− sin 2t

2 cos 2t

)

問題 1.3 次の連立微分方程式の一般解を求めよ．また，与えられた初期条件を満たす
解を求めよ．

(1)
d

dt

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
1 −1

2 −1

)(
x1(t)

x2(t)

)
,

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
1

1

)

(2)
d

dt

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
3 −1

2 1

)(
x1(t)

x2(t)

)
,

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
1

−1

)

1.2 解の軌道
前節で考察した 2つの未知関数に関する連立微分方程式の解をx(t)とする．x(t)は平
面 R2 の中の曲線を表している．これを連立微分方程式の解曲線または解の軌道 (orbit)

という．

• Aが実数の範囲で対角化可能の場合．まず，最初から Aが対角行列A =

(
λ1 0

0 λ2

)
(λ1, λ2 は実数）の場合を考えよう．このとき連立微分方程式 x′(t) = Ax(t) の一般解は

x(t) =

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
C1e

λ1t

C2e
λ2t

)
(C1, C2 は任意定数)

である．C1 ̸= 0 のとき，x2 = x2(t) を x1 = x1(t) で表すと

x2 = C2e
λ2t = C2 exp

(λ2

λ1

λ1t
)
= C2(e

λ1t)λ2/λ1 = C2

( x1

C1

)λ2/λ1
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となる．x1/C1 は常に正であることに注意する．t → ∞ のとき，λ1 > 0 かつ C1 > 0

ならば x1(t) → ∞，λ1 > 0 かつ C1 < 0 ならば x1(t) → −∞，λ1 < 0 ならば x1(t) → 0

となる．x2(t) についても同様である．
特に t → ∞ のときの振る舞いに着目して解の軌道を考察しよう．以下では λ1 ≥ λ2

と仮定する．
(i) 0 > λ1 ≥ λ2 のとき：t → ∞ のとき x(t) は曲線C2

( x1

C1

)λ2/λ1 に沿って限りなく
原点 0 に近づく．（原点から出発する軌道は原点に留まる．）

0 > λ1 > λ2

x1

x2
0 > λ1 = λ2

x1

x2

(ii) 0 = λ1 > λ2 のとき：x1 の値は一定値 C1 であり，t → ∞ のとき x(t) は直線
x1 = C1 に沿って点 (C1, 0) に限りなく近づく．（x1軸上の点から出発する軌道は動か
ない．）

0 = λ1 > λ2

x1

x2
λ1 > 0 > λ2

x1

x2

(iii) 0 = λ1 = λ2 のとき：x(t) は動かない．

(iv) λ1 > 0 > λ2のとき：t → ∞のとき x(t)は曲線x2 = C2

( x1

C1

)λ2/λ1 上で x1 → ±∞,

x2 → 0 となる（x1軸上の点から出発する軌道は x1軸上に沿って限りなく原点から離
れて行く．x2軸上の点から出発する軌道は x2軸上に沿って限りなく原点に近づく．）
(v) λ1 > 0 = λ2 のとき：x2 の値は一定値 C2 であり，t → ∞ のとき x(t) は直線

x2 = C2 に沿って x1 → ±∞ となる．（x2軸上の点から出発する軌道は動かない．）



数理モデルと微分方程式 14

x1

x2
λ1 > 0 = λ2

λ1 > λ2 > 0

x1

x2

(vi) λ1 ≥ λ2 > 0 のとき：t → ∞ のとき x(t) は曲線 x2 = C2

( x1

C1

)λ2/λ1 に沿って
x1 → ±∞ となる．（原点から出発する軌道は原点に留まる．）
A が最初から対角行列でない場合は，A の λ1 に対する固有ベクトル p1 と λ2 に対
する固有ベクトル p2 をとって P =

(
p1 p2

)
とすれば，

x(t) = P

(
C1e

λ1t

C2e
λ2t

)
= C1e

λ1tp1 + C2e
λ2tp2

であるから，上記の (i)–(vi)において，λ1 ≥ λ2 のとき x1軸を p1 方向，x2軸を p2 方
向と読み替えればよい．たとえば，例 1.1と問題 1.1(1)の微分方程式の解の軌道は，そ
れぞれ左下と右下のようになる．

x1

x2

p2p1

x1

x2

p1

p2

• A の固有値が１つで対角化できない場合．A の固有値を α とする．α は実数であ
る．まずA =

(
α 1

0 α

)
の場合を考察しよう．このときは，C1, C2 を任意定数として，

x1 = x1(t) = (C1 + C2t)e
αt, x2 = x2(t) = C2e

αt
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と表される．C2 = 0のときは x2(t) = 0, x1(t) = C1e
αtとなるから，x(t) = t(x1(t), x2(t))

は x1軸上を動く．
C2 ̸= 0 とすると，eαt =

x2

C2

より t =
1

α
log

x2

C2

となるから，これらを x1(t) の式に代
入して

x1(t) =

(
C1 +

C2

α
log

x2

C2

)
x2

C2

s =
x2

C2

とおくと s > 0 であり，

x1 = g(s) =

(
C1 +

C2

α
log s

)
s

となる．g(s) の s > 0 での増減を調べるために微分すると，

g′(s) = C1 +
C2

α
log s+

C2

α
=

C2

α

(
log s+ 1 + α

C1

C2

)
よって C2/α > ならば g(s) は s = s0 = exp

(
−1− αC1

C2

)
で極小値（かつ最小値）をと

り，C2/α < 0 ならば s = s0 で極大値（かつ最大値）をとる．極小値または極大値は

g(s0) =

{
C1 +

C2

α

(
−1− α

C1

C2

)}
exp
(
−1− α

C1

C2

)
= −C2

α
exp
(
−1− α

C1

C2

)
である．また， lim

s→+0
s log s = 0 より lim

s→+0
g(s) = 0 となる．以上により，g(s) のグラフ

は下のようになることがわかる．（原点で x1軸（縦軸）に接している．）

C2/α > 0

s

x1

C2/α < 0

s

x1

解の軌道を α の符号によって場合分けして求めよう．
(i) α < 0 のとき：x2 > 0 のときは C2/α < 0, x2 < 0 のときは C2/α > 0 となること
に注意すると，解の軌道は左下図のようになり，t → ∞ のとき x(t) は原点に限りなく
近づく．（原点から出発する解は原点に留まる．）
(ii) α > 0 のとき：x2 > 0 のときは C2/α < 0, x2 < 0 のときは C2/α > 0 となるこ
とに注意すると，解の軌道は右下図のようになり，t → ∞ のとき x(t) は原点から限り
なく遠ざかる．（原点から出発する解は原点に留まる．）
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α < 0

x1

x2

α > 0

x1

x2

(iii) α = 0 のとき：x1(t) = C1 + C2t, x2(t) = C2 より，x2 > 0 の点から出発する解
は x1軸の正の方向に一定速度 C2 で進み，x2 < 0 の点から出発する解は x1軸の負の
方向に一定速度 −C2 で進む．x2 = 0 の点から出発する解は動かない．x2軸上の点か
ら出発する解の一定時間での軌道は左下のようになる．

α = 0

x1

x2

x1

x2

p1

p2

一般の場合には，p1 を x1軸，p2 を x2軸と読み替えればよい．たとえば例 1.2の解
の軌道は右上のようになる．

• 固有値が虚数の場合．
まず，P =

(
p1 p2

)
が単位行列の場合を考察する．行列

(
cos bt sin bt

− sin bt cos bt

)
による

1次変換は，原点を中心とする角度 −bt ラジアンの回転であるから，a = Reα = 0 の
ときは，x(t) は負の向きに角速度 b で原点を中心とする円上を動く．a > 0 のときは，
t が増加するにつれて原点から離れて行くようならせん軌道を描く．a < 0 のときは，t

が増加するにつれて原点に近づいて行くようならせん軌道を描く．ただし，いずれの場
合にも原点から出発する軌道は原点に留まる．
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a = 0

x1

x2

a < 0

x1

x2

a > 0

x1

x2

x1

x2

p1

p2

一般の場合は，これらの軌道を行列 P の表す 1次変換でうつした軌道上を動く．た
とえば例 1.3の解の軌道は右上のようになる．

問題 1.4 問題 1.1の (1),(2),(3），問題 1.2の (1),(2)，問題 1.3の (1),(2)で求めた初期値
問題の解（それぞれ一つずつ）の軌道のおおよその様子を描け．

1.3 行列のJordan標準形
A = (aij) を複素数を成分とする n次正方行列とする．λ を変数とするとき，A の特
性多項式 (または固有多項式）ΦA(λ) は, In を n次単位行列として

ΦA(λ) = det(λIn − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
で定義される λ の多項式である．行列式の定義によって展開したときに det(λIn − A)

は (λ− a11) · · · (λ− ann) という項を含み，その他の項は λ について n− 1次以下だか
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ら，ΦA(λ) は λ の n次多項式であり，かつモニック（λn の係数が 1）であることがわ
かる．
α が A の固有値であるとは，複素数を成分とするあるベクトル p ̸= 0 が存在して，

Ap = λp

が成立することである．このとき pを固有値 λに対する固有ベクトルという．λが Aの
固有値であるための必要十分条件はΦA(λ) = 0が成立することである．固有値 λを決め
たとき，それに対する固有ベクトル pは（たとえば行基本変形によって）(A−λIn)p = 0

から求めることができる．

定理 1.1 (Cayley-Hamilton) n次正方行列 A の特性多項式を

ΦA(λ) = λn + c1λ
n−1 + · · ·+ cn−1λ+ cn

として O を n次零行列とすると，

ΦA(A) = An + c1A
n−1 + · · ·+ cn−1A+ cnIn = O

が成立する．

証明: 行列 λIn−Aの余因子行列を Q(λ)とする．Q(λ)の (i, j)成分は λIn−Aの (j, i)

余因子，すなわち λIn −A の第 j行と第 i行を除いてできる n− 1次正方行列の行列式
に (−1)i+j を掛けたものである．Q(λ) は λ の多項式を成分とする n次行列であり，

(λIn − A)Q(λ) = Q(λ)(λIn − A) = det(λIn − A)In = ΦA(λ)In (9)

が成立する．たとえば n = 2 のときは

Q(λ) =

(
λ− a22 a12
a21 λ− a11

)
= λ

(
1 0

0 1

)
+

(
−a22 a12
a21 −a11

)

である．Q(λ) の各成分は λ について高々 n− 1次だから，複素数を成分とする（λ を
含まない）n次正方行列Q1, · · · , Qn が存在して，

Q(λ) = λn−1Q1 + λn−2Q2 + · · ·+ λQn−1 +Qn

と表せる．このとき (9)の左辺は

(λIn − A)Q(λ) = (λIn − A)(λn−1Q1 + λn−2Q2 + · · ·+ λQn−1 +Qn)

= λnQ1 + λn−1(Q2 − AQ1) + · · ·+ λ(Qn − AQn−1)− AQn

となり，右辺は

ΦA(λ)In = λnIn + c1λ
n−1In + · · ·+ cn−1λIn + cnIn
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である．(9)は λ についての恒等式だから，λ についての各次数の係数を比較して，
Q1 = In, Q2 − AQ1 = c1In, Q3 − AQ2 = c2In, · · · , Qn − AQn−1 = cn−1In, −AQn = cnIn

が成立することがわかる．従って
ΦA(A) = AnIn + An−1(c1In) + An−2(c2In) + · · ·+ A(cn−1In) + cnIn

= AnQ1 + An−1(Q2 − AQ1) + An−2(Q3 − AQ2) + · · ·+ A(Qn − AQn−1)− AQn

= AnQ1 + (An−1Q2 − AnQ1) + (An−2Q3 − An−1Q2) + · · ·+ (AQn − A2Qn−1)− AQn

= O

を得る．□
ΦA(λ) = 0 を満たす複素数 λ のうち，相異なるものを α1, . . . , αm とする．このとき
ある自然数 n1, . . . , nm があって，

ΦA(λ) = (λ− α1)
n1 · · · (λ− αm)

nm

と因数分解される．次数を比較して n1 + n2 + · · · + nm = n が成立することがわかる．
j = 1, . . . ,m とするとき，nj のことを固有値 αj の重複度という．

定理 1.2 以上の仮定のもとで，数ベクトル空間 Cn は次のように m 個の部分空間の直
和に分解される：

Cn = Ker (A− α1In)
n1 ⊕ · · · ⊕Ker (A− αmIn)

nm

すなわち，任意の v ∈ Cn に対して，
v = v1 + · · ·+ vm, (A− αjIn)

njvj = 0 (1 ≤ j ≤ m)

を満たすような v1, . . . ,vm ∈ Cn がただ一組存在する．ベクトル空間
V (αj) = Ker (A− λjIn)

nj = {v ∈ Cn | (A− αjIn)
njv = 0}

のことを A の固有値 αj に対する広義固有空間という．V (αj) の次元は nj である．
さらに，n次正則行列 P と nj次正方行列 Aj (j = 1, . . . ,m)が存在して P−1AP は

P−1AP =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
...

...
. . . O

O O · · · Am


とブロック分解され，Aj の特性多項式は ΦAj

(λ) = (λ− αj)
nj である．

証明: 簡単のため m = 2 の場合に証明する．(m ≥ 3 の場合は以下の議論を繰り返せば
よい．）このとき，ΦA(λ) = (λ−α1)

n1(λ−α2)
n2 である．2つの多項式 f1(λ) := (λ−α1)

n1

と f2(λ) = (λ− α2)
n2 は互いに素だから，拡張ユークリッドの互除法によって，

　 g1(λ)f1(λ) + g2(λ)f2(λ) = 1 (10)
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を満たす２つの多項式 g1(λ) と g2(λ) を見出すことができる．たとえば f1(λ) = λ2,

f2(λ) = (λ− 1)2 の場合は，

(λ− 1)2 = 1 · λ2 + (−2λ+ 1), λ2 = −1

4
(2λ+ 1)(−2λ+ 1) +

1

4

より

1 = 4λ2 + (2λ+ 1)(−2λ+ 1) = 4λ2 + (2λ+ 1){(λ− 1)2 − λ2}
= (−2λ+ 3)f1(λ) + (2λ+ 1)f2(λ)

さて，(10)において λ に行列 A を代入すると，

g1(A)f1(A) + g2(A)f2(A) = In (11)

を得る．任意のベクトル v ∈ Cn に対して，

v1 = g2(A)f2(A)v = g2(A)(A− α2In)
n2v, v2 = g1(A)f1(A)v = g1(A)(A− α1In)

n1v

とおくと，Cayley-Hamilton の定理により ΦA(A) = O であるから，

(A− α1In)
n1v1 = g2(A)ΦA(A)v = 0, (A− α2In)

n2v2 = g1(A)ΦA(A)v = 0

が成立する．従って，j = 1, 2 について, vj は Ker (A− αjIn)
nj に属する．さらに (11)

より v = v1 + v2 が成り立つことがわかる．
このような分解 v = v1 + v2 の一意性を示そう．v = v′

1 + v′
2 かつ

(A− αjIn)
njv′

j = 0 (j = 1, 2)

が成立すると仮定して w = v1 − v′
1 = v′

2 − v2 とおくと，

fj(A)w = (A− αjIn)
njw = 0 (j = 1, 2)

が成立することがわかる．これと (11)より 7ujj

w = g1(A)f1(A)w + g2(A)f2(A)w = 0

を得る．よって v′
j = vj (j = 1, 2)が成立するから分解の一意性が示された．

最後に V (αj)の次元が nj であることを示そう．まず, v ∈ V (αj)のとき Av ∈ V (αj)

となることに注意する．実際，(A− αjIn)
njv = 0 より

(A− αjIn)
njAv = A(A− αjIn)

njv = 0

となる．V (αj) の次元を dj として，vj,1, . . . ,vj,dj が V (αj) の基底であるとする．

P =
(
v1,1 · · · v1,d1 · · · vm,1 · · · vm,dm

)
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とおくと，P は n次の正則行列であり，Avj,k (1 ≤ k ≤ dj) が V (αj) に属することか
ら，dj次正方行列 Aj が存在して

P−1AP =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
...

...
. . . O

O O · · · Am


が成立する．Aj の固有値は αj のみであることを示そう．簡単のため j = 1 とする．β

を A1 の固有値とするとA1w = βw かつ w ̸= 0 を満たすような w ∈ Cd1 が存在する．
このとき，最初の d1 個の成分は w と一致し，第 d1 + 1成分以降はすべて 0 であるよ
うな n次元縦ベクトルを v とすると，

P−1APv =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
...

...
. . . O

O O · · · Am



w

0
...

0

 =


A1w

0
...

0

 =


βw

0
...

0

 = βv

となる．一方 Pv は v1,1, . . . , v1,d1 の 1次結合であるから， V (α1) に属する．従って
(A− α1In)

n1Pv = 0 である． よって，

0 = P−1(A− α1In)
n1Pv

となる．一方，

P−1(A− α1In)Pv = P−1APv − α1v = βv − α1v = (β − α1)v

より，帰納法で
0 = P−1(A− α1In)

n1Pv = (β − α1)
n1v

となることがわかる．以上により β = α1 が示されたから，A1 の固有値は α1 のみであ
る．特に A1 の特性多項式は (λ− α1)

d1 である．
さて，B = P−1AP とおくと B の特性多項式は

ΦB(λ) = det(λIn − B) = det(λIn − P−1AP ) = det(P−1(λIn − A)P )

= detP−1 det(λIn − A) detP = det(λIn − A) = ΦA(λ)

= (λ− α1)
n1 · · · (λ− αm)

nm

であるが，一方 B のブロック分解より

det(λIn − B) = det(λId1 − A1) · · · det(λIdm − Am) = (λ− α1)
d1 · · · (λ− αm)

dm

となる．よって dimV (αj) = dj = nj (j = 1, . . . ,m) が成立すること，従ってAj の固
有多項式は (λ− αj)

nj であることが示された．□
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定理 1.3 n次正方行列 A の特性多項式が ΦA(λ) = (λ− α)n であるとすると，

P−1AP =


α ε1 0 · · · 0

0 α ε2 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 · · · α εn−1

0 0 · · · 0 α


かつ ε1, . . . , εn−1 がそれぞれ 0 または 1 であるような正則行列 P が存在する．

証明: n = 2 の場合は既に示した．一般の場合の証明は複雑なので，ここでは n = 3

の場合に証明しよう．すると A は 3次行列で ΦA(λ) = (λ − α)3 であるから，Cayley-

Hamilton の定理によって (A− αI3)
3 = O が成立する．A− αI3 と (A− αI3)

2 が零行
列かどうかに着目して３通りに場合分けして示そう．
(i) A− αI3 = O，すなわち A = αI3 のとき：P = I3 かつ ε1 = ε2 = 0 とすれば主張
が成立する．
(ii) A−αI3 ̸= O かつ (A−αI3)

2 = O のとき：任意のベクトル v に対して (A−αI3)v

は A− αI3 の核に属するから

Im (A− αI3) ⊂ Ker (A− αI3) 従って dim Im (A− αI3) ≤ dimKer (A− αI3)

が成立する (Im は像を表す)．この不等式と次元公式により

dimKer (A− αI3) ≥ dim Im (A− αI3) = 3− dimKer (A− αI3)

となるから，A の固有空間 Ker (A−αI3) の次元は 3/2以上，従って 2 以上である．一
方 A− αI3 ̸= O より Ker (A− αI3) の次元は 2以下であるから，結局次元は 2 でなけ
ればならない．
まず，A − αI3 ̸= O より (A − αI3)v3 ̸= 0 を満たすベクトル v3 が存在する．v2 =

(A−αI3)v3 とおくと，v2 は固有空間 Ker (A−αI3) に属する．固有空間の次元は 2 だ
から，v1 と v2 は 1次独立で共に固有空間に属するような v1 が存在する．このとき

(A− αI3)v1 = (A− αI3)v2 = 0, (A− αI3)v3 = v2

である．v1, v2, v3 は 1次独立であることを示そう．C1, C2, C3 をスカラー（複素数）と
して，C1v1 + C2v2 + C3v3 = 0 と仮定すると

0 = (A− αI3)(C1v1 + C2v2 + C3v3)

= C1(A− αI3)v1 + C2(A− αI3)v2 + C3(A− αI3)v3 = C3v2

より C3 = 0，従って C1v1 + C2v2 = 0 となるが，v1 と v2 は 1次独立であったから
C1 = C2 = 0 である．以上によって v1,v2,v3 は 1次独立であることが示された．
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そこで v1,v2,v3 を並べてできる 3次正則行列を P とすると，

AP =
(
Av1 Av2 Av3

)
=
(
αv1 αv2 v2 + αv3

)
=
(
v1 v2 v3

)α 0 0

0 α 1

0 0 α


すなわち

P−1AP =

α 0 0

0 α 1

0 0 α


が成立する．
(iii) (A−αI3)

2 ̸= O のとき：(A−αI3)
2v3 ̸= 0 となるようなベクトル v3 が存在する．

v2 = (A− αI3)v3, v1 = (A− αI3)v2

とおくと，

(A− αI3)v1 = (A− αI3)
3v3 = 0, (A− αI3)v2 = v1, (A− αI3)v3 = v2

が成立する．v1, v2, v3 は 1次独立であることを示そう．C1, C2, C3 をスカラーとして，
C1v1 + C2v2 + C3v3 = 0 と仮定すると

0 = (A− αI3)
2(C1v1 + C2v2 + C3v3)

= C1(A− αI3)
2v1 + C2(A− αI3)

2v2 + C3(A− αI3)
2v3

= C1(A− αI3)
2v1 + C2(A− αI3)v1 + C3v1 = C3v1

より C3 = 0，従ってC1v1 + C2v2 = 0 となる．

0 = (A− αI3)(C1v1 + C2v2) = C1(A− αI3)v1 + C2(A− αI3)v2 = C2v1

より C2 = 0, 従って C1 = 0 となる．以上により v1,v2,v3 が 1次独立であることが示
されたので，この 3つのベクトルを並べてできる 3次正則行列を P とすると，

AP =
(
Av1 Av2 Av3

)
=
(
αv1 v1 + αv2 v2 + αv3

)
=
(
v1 v2 v3

)α 1 0

0 α 1

0 0 α


すなわち

P−1AP =

α 1 0

0 α 1

0 0 α


が成立する．□
以上の２つの定理によって，次の定理が示された．
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定理 1.4 A を複素数を成分とする n次正方行列とすると，複素数を成分とする n次正
則行列 P が存在して，J = P−1AP が次のような形の行列となる：

J = J(α1, n1)⊕ · · · ⊕ J(αm, nm) =

J(α1, n1)
. . .

J(αm, nm)

 ,

J(αj, nj) =


αj 1

. . . . . .
. . . 1

αj

 (nj次正方行列) (j = 1, . . . ,m).

ただし nj = 1 のときは J(αj, 1) = (αj) とする．ここで α1, . . . , αm は（互いに異なる
とは限らない）A の固有値であり，n1, . . . , nm は自然数である．この J を行列 A の
Jordan（ジョルダン）標準形, 各々の J(αj, nj) を Jordanブロック (または Jordan細
胞）といい，nj をその次数（または大きさ）という．Jordanブロックを並べる順序は
任意である．

例 1.4 複素数を成分とする 2次正方行列の Jordan標準形は

(i)

(
α 0

0 β

)
(ii)

(
α 1

0 α

)

の 2種類である．ただし α = β でもよい．(i)は次数 1の Jordan ブロック 2個，(ii)は
次数 2の Jordanブロック 1個からなる．

例 1.5 複素数を成分とする 3次正方行列の Jordan標準形は

(i)

α 0 0

0 β 0

0 0 γ

 (ii)

α 0 0

0 β 1

0 0 β

 または
α 1 0

0 α 0

0 0 β

 (iii)

α 1 0

0 α 1

0 0 α


の 3種類である．ただし α, β, γ のうち２つ以上が一致してもよい．(i)は次数 1のJordan

ブロック 3個，(ii)は次数 1の Jordanブロックと次数 2の Jordanブロック，(iii)は次数
3の Jordanブロック 1個からなる．

Jordan標準形の具体的な計算例については次節で微分方程式に即して述べる．

1.4 一般の定数係数連立線形微分方程式
t を独立変数，A を実数を成分とする n次正方行列，x(t) = t(x1(t), . . . , xn(t)) を n

個の未知関数 x1 = x1(t), . . . , xn = xn(t) からなる縦ベクトルとして，連立微分方程式
d

dt
x(t) = Ax(t) (12)
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を考察しよう．複素数を成分とする n次正則行列 P が存在して

P−1AP = J = J(α1, n1)⊕ · · · ⊕ J(αm, nm)

となる．ここで α1, . . . , αm は A の（相異なるとは限らない）固有値，n1, . . . , nm は
n1 + · · ·+ nm = n となるような自然数である．x(t) = Py(t) すなわち y(t) = P−1x(t)

とおくと，y(t) は
d

dt
y(t) = P−1 d

dt
x(t) = P−1Ax(t) = P−1APy(t) = Jy(t)

という微分方程式を満たす．そこで y(t) を J のブロック分解に対応して

y(t) =

y1(t)
...

ym(t)

 (yj(t) は nj次元ベクトル)

とブロック分解すると，各々の yj(t) は
d

dt
yj(t) = J(αj, nj)yj(t) (j = 1, . . . ,m)

という微分方程式を満たす．この微分方程式の一般解は，C1, . . . , Cnj
を複素数の任意

定数として

yj(t) = eαjt



C1 + C2t+ C3
t2

2!
+ · · ·+ Cnj

tnj−1

(nj − 1)!

C2 + C3t+ · · ·+ Cnj

tnj−2

(nj − 2)!
...

Cnj−1 + Cnj
t

Cnj



= C1e
αt


1

0

0
...

0

+ C2e
αt


t

1

0
...

0

+ · · ·+ Cnj−1e
αt



tnj−2

(nj − 2)!
...

t

1

0


+ Cnj

eαt



tnj−1

(nj − 1)!
...
t2

2

t

1


と表されることを nj についての帰納法で示そう．nj が 1 および 2 のときは既に 1.1節
で示した．
記号を簡潔にするために，nj を単に n で表し，αj を α と表し，yj(t) を y(t) で表
して，y(t) = t(y1(t), . . . , yn(t)) と書こう．すると y1(t), . . . , yn(t) は連立微分方程式

d

dt
yk(t) = αyk(t) + yk+1(t) (1 ≤ k ≤ n− 1),

d

dt
yn(t) = αyn(t)
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を満たす．y2(t), . . . , yn(t)に対して帰納法の仮定を適用すれば，ある定数 C2, C3, . . . , Cn

が存在して

yk(t) = eαt
{
Ck + Ck+1t+ · · ·+ Cn

tn−k

(n− k)!

}
(2 ≤ k ≤ n)

が成立する．よって y1(t) を求めればよい．上の微分方程式から，

d

dt
y1(t) = αy1(t) + y2(t) = αy1(t) + eαt

{
C2 + C3t+ · · ·+ Cn

tn−2

(n− 2)!

}
であるから，定数変化法により C(t) を未知関数として y1(t) = C(t)eαt とおいて上の式
に代入して整理すると

C ′(t) = C2 + C3t+ · · ·+ Cn
tn−2

(n− 2)!

を得る．これから，C1 を任意定数として

y1(t) = C(t)eαt = eαt
{
C1 + C2t+ C3

t2

2
+ · · ·+ Cn

tn−1

(n− 1)!

}
となることがわかるので，帰納法により主張が示された．
以上により連立微分方程式 (12)の複素数値の一般解（すべての解）x(t) = Py(t) が
求まった．特に，(12)の複素数値の解の全体は，C上の n次元ベクトル空間である（n

個の複素数の任意定数を含むから）．これから (12)の実数値の解の全体は，R上の高々
n次元のベクトル空間であることがわかる．（実はちょうど n次元になることが次節の解
の存在と一意性の定理からわかる．）
A の固有値がすべて実数であれば，行列 P の成分はすべて実数としてよいので，こ
れですべての実数値の解が求まったことになる．A が虚数の固有値 α を持てば複素共
役 α も同じ重複度の固有値であることがわかるので，下の補題によって，複素数値の
解の実部と虚部をとればよい．このようにして R上 1次独立な n個の実数値の解が求
まれば，それが実数値の解全体のなすベクトル空間の基底となる．すなわち，任意の解
はそれら n個の解の（実数を係数とする）1次結合で表される．

補題 1.3 A を実数を成分とする n× n行列，z(t) を t の複素数値関数を成分とする n

次元ベクトルで連立微分方程式 z′(t) = Az(t) を満たすものとする．このとき，z(t) の
各成分の実部からなるベクトルを x(t) = Re z(t), z(t) の各成分の虚部からなるベクト
ルを y(t) = Im z(t) とすると，

d

dt
x(t) = Ax(t),

d

dt
y(t) = Ay(t)

が成立する．さらに，αz(t) のすべての成分が実数値関数となるような 0でない複素数
α が存在しなければ，x(t) と y(t) はR上 1次独立である．
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証明: 仮定により

x′(t) + iy′(t) = z′(t) = Az(t) = A(x(t) + iy(t)) = Ax(t) + iAy(t)

が成立するので，両辺の実部と虚部を比較して，x′(t) = Ax(t), y′(t) = Ay(t) を得
る．x(t) と y(t) が 1次従属であると仮定すると，ax(t) + by(t) = 0 を満たす実数の組
(a, b) ̸= (0, 0) が存在する．このとき α = b+ ia とおけば

αz(t) = (b+ ia)(x(t) + iy(t)) = bx(t)− ay(t) + i(ax(t) + by(t)) = bx(t)− ay(t)

は実数値の関数となる．従って後半の主張の対偶が示された．□

例 1.6 n = 3 として初期値問題

d

dt
x(t) =

1 1 −1

2 3 −4

4 1 −4

x(t), x(0) =

1

2

3


の解を求めよう．この行列 A の特性多項式は，たとえばA の第 2行の −2 倍を第 3行
に加えて余因子展開すると

det(λI3 − A) =

∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 1

−2 λ− 3 4

−4 −1 λ+ 4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 1

−2 λ− 3 4

0 −2λ+ 5 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)

∣∣∣∣∣ λ− 3 4

−2λ+ 5 λ− 4

∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣ −1 1

−2λ+ 5 λ− 4

∣∣∣∣∣
= (λ− 1)(λ2 + λ− 8) + 2(λ− 1) = λ3 − 7λ+ 6 = (λ− 1)(λ− 2)(λ+ 3)

よって固有値は 1, 2,−3 である．固有値 1, 2,−3 に対する固有ベクトルとして，

p1 =

1

1

1

 , p2 =

1

2

1

 , p2 =

 1

7

11


がとれる．p1,p2,p3 を並べてできる行列を P として x(t) = Py(t) とおくと，

d

dt
y(t) = P−1APy(t) =

1 0 0

0 2 0

0 0 −3

y(t)

よって C1, C2, C3 を実数の任意定数として

x(t) = Py(t) =

1 1 1

1 2 7

1 1 11


 C1e

t

C2e
2t

C3e
−3t

 = C1e
t

1

1

1

+ C2e
2t

1

2

1

+ C3e
−3t

 1

7

11


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が一般解である．初期条件を満たす解は

x(0) =

1 1 1

1 2 7

1 1 11


C1

C2

C3

 =

1

2

3


を解いて C1 = 1, C2 = −1

5
, C3 =

1

5
, すなわち

x(t) = et

1

1

1

− 1

5
e2t

1

2

1

+
1

5
e−3t

 1

7

11


例 1.7 n = 3 として初期値問題

d

dt
x(t) =

0 −1 1

2 −3 1

1 −1 −1

x(t), x(0) =

1

1

1


の解を求めよう．右辺の行列 A の特性多項式は

det(λI3 − a) = (λ+ 1)2(λ+ 2)

だから A の固有値は −1 （重複度 2）と −2 （重複度 1）である．まず −2 に対する
固有ベクトルとして p1 =

t(0, 1, 1) がとれる．次に

(A+ I3)
2 =

 0 0 0

−1 1 0

−1 1 0


より，固有値 −1 に対する広義固有空間 V (−1) の基底として，たとえば v1 =

t(1, 1, 0)

と v2 =
t(0, 0, 1) がとれる．(このうち v1 は固有ベクトルである．）従って V (−1) に属

する任意のベクトル v はある定数 c1, c2 によって v = c1v1 + c2v2 と表される．この
とき

(A+ I3)v = c1(A+ I3)v1 + c2(A+ I3)v2 = c1

0

0

0

+ c2

1

1

0

 = c2

1

1

0


となるから，たとえば c1 = 0, c2 = 1 とすればこれは零ベクトルではない．そこで，

p3 = v2 =

0

0

1

 , p2 = (A+ I3)p3 =

1

1

0





数理モデルと微分方程式 29

とおけば，p2 は固有値 −1 に対する固有ベクトルであり，P を p1, p2, p3 を列ベクト
ルとする行列として，x(t) = Py(t) とおけば

d

dt
y(t) = P−1 d

dt
x(t) = P−1Ax(t) = P−1APy(t) =

−2 0 0

0 −1 1

0 0 −1

y(t)

が成立する．従って C1, C2, C3 を任意定数として

x(t) = Py(t) =

0 1 0

1 1 0

1 0 1


 C1e

−2t

(C2 + C3t)e
−t

C3e
−t

 =

 (C2 + C3t)e
−t

C1e
−2t + (C2 + C3t)e

−t

C1e
−2t + C3e

−t


が一般解である．初期条件を満たす解は

x(0) =

0 1 0

1 1 0

1 0 1


C1

C2

C3

 =

1

1

1


を解いて C1 = 0, C2 = 1, C3 = 1, すなわち

x(t) = e−t

1 + t

1 + t

1


例 1.8 n = 3 として初期値問題

d

dt
x(t) =

 1 1 1

2 1 −1

−3 2 4

x(t), x(0) =

1

0

0


の解を求めよう．右辺の行列 A の特性多項式は (λ− 2)3 である．

A− 2I3 =

−1 1 1

2 −1 −1

−3 2 2

 , (A− 2I3)
2 =

 0 0 0

−1 1 1

1 −1 −1


より，たとえば p3 =

t(0, 0, 1) とすれば (A− 2I3)
2p3 ̸= 0 となるので，

p2 = (A− 2I3)p3

 1

−1

2

 , p1 = (A− 2I3)p2 =

 0

1

−1


とおいて p1,p2,p3 を列ベクトルとする行列を P として，x(t) = Py(t) とすると，

d

dt
y(t) = P−1APy(t) =

2 1 0

0 2 1

0 0 2

y(t)
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となる．以上により，一般解は

x(t) = Py(t) = e2t

 0 1 0

1 −1 0

−1 2 1


C1 + C2t+

1
2
C3t

2

C2 + C3t

C3


= e2t

 C2 + C3t

C1 − C2 + (C2 − C3)t+
1
2
C3t

2

−C1 + 2C2 + C3 + (2C3 − C2)t− 1
2
C3t

2


初期条件を満たす解は，

x(0) =

 0 1 0

1 −1 0

−1 2 1


C1

C2

C3


を解いて C1 = C2 = 1, C3 = −1, すなわち

x(t) = e2t

 1− t

2t− 1
2
t2

−3t+ 1
2
t2


例 1.9 n = 3 として初期値問題

d

dt
x(t) =

 1 0 1

0 1 −1

−2 0 −1

x(t), x(0) =

1

1

0


の解を求めよう．右辺の行列 A の特性多項式は (λ− 1)(λ2 + 1) であるから，固有値は
1,±i である．固有値 1 に対する固有ベクトルとして p1 =

t(0, 1, 0) がとれる．固有値 i

に対する固有ベクトルとしてv = t(1,−1,−1+ i)がとれる．このときv は固有値 −iに
対する固有ベクトルである．よって複素数値の解は，C1, C2, C3 を複素数の定数として

x(t) = C1e
t

0

1

0

+ C2e
it

 1

−1

−1 + i

+ C3e
−it

 1

−1

−1− i


と表される．これから実数値の解として，

x1(t) = et

0

1

0

 , x2(t) = Re

eit

 1

−1

−1 + i


 =

 cos t

− cos t

− cos t− sin t

 ,

x3(t) = Im

eit

 1

−1

−1 + i


 =

 sin t

− sin t

cos t− sin t


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を得る．これらは補題 1.3より 1次独立であることがわかるので，実数値の一般解は，
C1, C2, C3 を実数の定数として

x(t) = C1e
t

0

1

0

+ C2

 cos t

− cos t

− cos t− sin t

+ C3

 sin t

− sin t

cos t− sin t


と表される．初期条件を満たす解は C1 = 2, C2 = C3 = 1, すなわち

x(t) = 2et

0

1

0

+

 cos t

− cos t

− cos t− sin t

+

 sin t

− sin t

cos t− sin t

 =

 cos t+ sin t

2et − cos t− sin t

−2 sin t


問題 1.5 次の初期値問題の解を求めよ．

(1)
d

dt
x(t) =

−1 1 −1

0 0 3

−2 2 1

x(t), x(0) =

1

1

1


(2)

d

dt
x(t) =

 0 1 −1

−1 −2 3

0 0 1

x(t), x(0) =

1

0

1


(3)

d

dt
x(t) =

−2 1 0

−1 −1 1

−1 0 0

x(t), x(0) =

 1

−1

0


(4)

d

dt
x(t) =

 0 0 5

0 1 2

−1 0 4

x(t), x(0) =

1

0

0



2 非線形常微分方程式
2.1 連立常微分方程式
t を変数 (具体的には時間を表すことが多い)，x1(t), . . . , xn(t) を t の (未知)関数，

F1(t, x1, . . . , xn), . . . , Fn(t, x1, . . . , xn) を t, x1, . . . , xn の既知 (与えられた)関数として，
未知関数 x1(t), . . . , xn(t) に関する (連立)常微分方程式

dx1

dt
= F1(t, x1, . . . , xn)

...
dxn

dt
= Fn(t, x1, . . . , xn)

(13)

を考えよう．任意の常微分方程式は，この形に書き換えることができる．例えば，前節
で扱った定数係数の連立線形微分方程式は，aij を実数の定数として

Fk(t, x1, . . . , xn) = ak1x1 + · · ·+ aknxn (1 ≤ k ≤ n)
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の場合であった．一般に Fk(t, x1, . . . , xn) が x1, . . . , xn の（t の関数を係数とする）1次
式であるとき，(13)を線形連立微分方程式という．線形でない微分方程式を非線形微分
方程式という．　

例 2.1 (Lotka-Volterraの方程式) 時刻 t における被食者（小魚）の量 x(t) と捕食者
（サメ）の量 y(t) についての数理モデルを表す連立微分方程式

d

dt
x(t) = ax(t)− bx(t)y(t),

d

dt
y(t) = cx(t)y(t)− dy(t)

(a, b, c, d は正の定数）は，(13)で n = 2, F1(t, x, y) = ax − bxy, F2(t, x, y) = cxy − dy

の場合に相当する．F1, F2 は x と y の 2次式なので，これは非線形微分方程式である．

例 2.2 (Newton の運動方程式) xy平面内での質量 m の物体の運動を考える．時刻 t

における物体の位置を (x(t), y(t)) とする．時刻 t で物体が位置 (x, y) にあるときにこ
の物体が受ける力のベクトルを (F1(t, x, y), F2(t, x, y)) とすると，Newton の運動方程
式は 

m
d2x

dt2
= F1(t, x, y),

m
d2y

dt2
= F2(t, x, y)

となる．これは 2階の連立常微分方程式である．そこで，x1(t) = x(t), x2(t) = x′(t),

x3(t) = y(t), x4(t) = y′(t) とおくと，

dx1

dt
= x2

dx2

dt
=

1

m
F1(t, x1, x3)

dx3

dt
= x4

dx4

dt
=

1

m
F2(t, x1, x3)

という 1階の連立常微分方程式に書き直される．天体の運動の場合には，力は Newton

の万有引力の法則から定まる．最も簡単な 2体問題の場合には，考えている物体が原
点にある天体の引力を受けて運動しているとすれば，K を定数として次のように表さ
れる．

F1(t, x, y) = − Kx

(x2 + y2)
3
2

, F2(t, x, y) = − Ky

(x2 + y2)
3
2

前節で扱った定数係数の線形連立微分方程式や「解析学の応用」で扱ったような簡単
な単独（未知関数が一つ）の微分方程式は具体的に解を求めることができたが，一般の
常微分方程式の解を具体的に求めることは困難または不可能である．そこで，次の 2つ
の問題が重要となる．
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解の存在と一意性 与えられた常微分方程式の解は存在するか？また，存在するとすれ
ば，どのような条件のもとで解を一つに決められるか？

解の定性的性質 たとえば時間が限りなく大きくなるときの解の挙動や，解が周期的（時
間がたつと最初の位置にもどること）かどうか，など解の性質を調べること．

連立常微分方程式 (13)を簡潔に記述するために，ベクトルの記号を用いよう．

x =

x1

...

xn

 , F(t,x) =

F1(t, x1, . . . , xn)
...

Fn(t, x1, . . . , xn)


とおくと，(13)は

dx

dt
= F(t,x) (14)

と表される．ベクトル値関数 x = x(t) が (14)の解であるとは，

x′(t) = F(t,x(t))

が (t がある区間に属するとき)恒等的に成り立つことである．
ある時刻 t0 における x の値 x0 を指定して，x(t0) = x0 を満たすような (13)の解を
求めることを，(13)に対する初期値問題，x(t0) = x0 のことを初期条件という．
たとえば例 2.2の場合には，初期条件として x1(t0) = x(t0), x2(t0) = x′(t0), x3(t0) =

y(t0), x4(t0) = y′(t0) の 4つの値を指定することになる．これは時刻 t0 における物体の
位置と速度を指定することを意味する．物理的には，この初期条件から物体の未来の運
動が一意的に定まることが予想される．これは数学的にはNewtonの運動方程式がこの
初期条件のもとでただ一つの解を持つということである．このことは証明を要する．

2.2 常微分方程式の解の存在と一意性
一般に n次元ベクトル x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn に対して，そのノルム |x| を

|x| = max{|xk| | 1 ≤ k ≤ n}

で定義する．たとえば m = 2 のとき |(1,−1)| = 1, |(−2, 3)| = 3 である．このとき三角
不等式

|x+ y| ≤ |x|+ |y| (x,y ∈ Rn)

が成立することは容易に確かめられる．n+1 個の変数 (t,x) = (t, x1, . . . , xn) のベクト
ル値関数

F(t,x) =

F1(t, x1, . . . , xn)
...

Fn(t, x1, . . . , xn)


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に対して，その偏導関数を

∂F(t,x)

∂t
=


∂F1

∂t
(t, x1, . . . , xn)

...
∂Fn

∂t
(t, x1, . . . , xn)

 ,
∂F(t,x)

∂xk

=


∂F1

∂xk

(t, x1, . . . , xn)

...
∂Fn

∂xk

(t, x1, . . . , xn)

 (k = 1, . . . , n)

で定義する．
初期条件 x(t0) = x0 を満たすような微分方程式 (13) の解がただ一つ存在することを
示そう．そのために，a, b を正の定数として，F(t,x) は領域

R = {(t,x) ∈ Rn+1 | t0 ≤ t ≤ t0 + a, |x− x0| ≤ b}

で連続かつ x1, . . . , xn について偏微分可能で，それらの導関数は連続であると仮定する．

補題 2.1 ある定数 L > 0 があって，(t,x) と (t,y) が共に R に属するとき
|F(t,y)− F(t,x)| ≤ L|y − x| (15)

が成り立つ．

証明: 1 ≤ k ≤ n をみたす k を固定する．新たな変数 s の関数を
Gk(s) = Fk(t,x+ s(y − x)) = Fk(t, x1 + s(y1 − x1), . . . , xn + s(yn − xn))

で定義する．このとき，

Fk(t,y)− Fk(t,x) = Gk(1)−Gk(0) =

∫ 1

0

G′
k(s) ds

である．一方，合成関数の微分の公式 (連鎖律)により

G′
k(s) =

n∑
j=1

(yj − xj)
∂Fk

∂xj

(t,x+ s(y − x))

であるから， ∫ 1

0

G′
k(s) ds =

n∑
j=1

(yj − xj)

∫ 1

0

∂Fk

∂xj

(t,x+ s(y − x)) ds

となる．以上により，R において∣∣∣∣∂Fk

∂xj

(t,x+ s(y − x))

∣∣∣∣ ≤ K (1 ≤ j, k ≤ n)

が成り立つような定数 K をとれば，

|Fk(t,y)− Fk(t,x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

G′
k(s) ds

∣∣∣∣ ≤ n∑
j=1

|yj − xj|K ≤ nK|y − x|

となる．L = nK とおいて k について最大値をとれば，補題の結論が得られる．□
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命題 2.1 x(t) が初期条件 x(t0) = x0 を満たす (14)の解であるための必要十分条件は

x(t) = x0 +

∫ t

t0

F(s,x(s)) ds (16)

が成り立つことである．(このような方程式を積分方程式という．)

証明: x(t) を x(t0) = x0 をみたす (14)の解とすると，

x(t)− x0 = x(t)− x(t0) =

∫ t

t0

dx(s)

ds
ds =

∫ t

t0

F(s,x(s)) ds

である．逆に (16)が成り立つとすると，両辺を微分，および t = t0 を代入して，
dx(t)

dt
= F(t,x(t)), x(t0) = x0

を得る．□
この積分方程式の解を逐次近似法と呼ばれる方法で構成しよう．これは簡単な関数か
ら出発して，次々に新たな関数を定め，それらの関数の極限が求める解になるように
しようというものである．次のようにベクトル値関数 xk(t) (k = 0, 1, 2, . . . )を順に定
める:

x0(t) = x0, xk+1(t) = x0 +

∫ t

t0

F(s,xk(s)) ds (k = 0, 1, 2, . . . ) (17)

極限 x(t) = lim
k→∞

xk(t) が存在して，微分方程式 (14)の初期条件 x(t0) = x0 をみたす
ようなただ一つの解になることを証明することが，この節の目標である．

補題 2.2 R における |F(t,x)| の最大値を M として，α = min

{
a,

b

M

}
とおくと，

t0 ≤ t ≤ t0 + α のとき，
|xk(t)− x0| ≤ M(t− t0) (k = 0, 1, 2, . . . ) (18)

が成立する．

証明: k に関する帰納法で示す．x0(t)− x0 = 0 であるから k = 0 のとき (18)は成立す
る．k に対して (18)を仮定すると，t0 ≤ t ≤ t0 + α のとき，|xk(t)− x0| ≤ Mα ≤ b で
あるから，(t,xk(t)) ∈ R となる．従って |F(t,xk(t))| ≤ M が成り立つ．(17)より

|xk+1(t)− x0| ≤
∣∣∣∣∫ t

t0

F(s,xk(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

t0

|F(s,xk(s))| ds ≤ M(t− t0)

となり，k + 1 についても (18)が成り立つことが示された．□

命題 2.2 t0 ≤ t ≤ t0 + α のとき，すべての k = 1, 2, 3 . . . について

|xk(t)− xk−1(t)| ≤
MLk−1

k!
(t− t0)

k (19)

が成立する．
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証明: k に関する帰納法で示す．k = 1 のときは，補題 2.2より

|x1(t)− x0(t)| = |x1(t)− x0| ≤ M(t− t0)

であるから (19)は成立する．k のとき (19)が成立すると仮定すると，(17)，(15)およ
び帰納法の仮定を用いて

|xk+1(t)− xk(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

{F(s,xk(s))− F(s,xk−1(s))} ds
∣∣∣∣

≤
∫ t

t0

|F(s,xk(s))− F(s,xk−1(s))| ds

≤
∫ t

t0

L|xk(s)− xk−1(s)| ds ≤
∫ t

t0

L
MLk−1

k!
(s− t0)

k ds

=
MLk

(k + 1)!
(t− t0)

k+1

となるから，(19)が k + 1 についても成り立つことが示された．□

定理 2.1 t0 ≤ t ≤ t0+αにおいて関数列 {xk(t)}k は収束し，その極限 x(t) = lim
k→∞

xk(t)

は積分方程式 (16)を満たす．

証明:

xk(t) = x0(t)+(x1(t)−x0(t))+ · · ·+(xk(t)−xk−1(t)) = x0+
k∑

j=1

(xj(t)−xj−1(t)) (20)

であるが，命題 2.2と指数関数のテイラー展開を用いて，t0 ≤ t ≤ t0 + α のとき∣∣∣∣∣
k∑

j=1

(xj(t)− xj−1(t))

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

j=1

|xj(t)− xj−1(t)| ≤
k∑

j=1

MLj−1

j!
(t− t0)

j

=
M

L

k∑
j=1

{L(t− t0)}j

j!
<

M

L
(eL(t−t0) − 1)

≤ M

L
(eLα − 1)

が任意の自然数 k について成立することがわかる．これから，無限級数

x(t) = x0 +
∞∑
k=1

(xk(t)− xk−1(t))

が収束することが導かれる．(「絶対収束する無限級数は収束する」という定理による．)
　このとき，(20)より，

x(t) = x0 + lim
k→∞

k∑
j=1

(xj(t)− xj−1(t)) = lim
k→∞

xk(t)
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となる．さらに，

|x(t)− xk(t)| ≤

∣∣∣∣∣
∞∑

j=k+1

(xj(t)− xj−1(t))

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

j=k+1

|xj(t)− xj−1(t)|

≤
∞∑

j=k+1

MLj−1

j!
(t− t0)

j ≤ M

L

∞∑
j=k+1

(Lα)j

j!

自然数 j と ℓ に対して (j + ℓ)! ≥ j!ℓ! であるから，ℓ = j − k − 1 とおいて

M

L

∞∑
j=k+1

(Lα)j

j!
≤ M

L

∞∑
j=k+1

(Lα)j−k−1(Lα)k+1

(j − k − 1)!(k + 1)!

=
M

L

(Lα)k+1

(k + 1)!

∞∑
ℓ=0

(Lα)ℓ

ℓ!
=

M

L

(Lα)k+1

(k + 1)!
eLα

従って
|x(t)− xk(t)| ≤

M

L

(Lα)k+1

(k + 1)!
eLα (21)

が成立する．さて，x(t) が積分方程式 (16)を満たすことを示そう．

x(t) = lim
k→∞

xk+1(t) = x0 + lim
k→∞

∫ t

t0

F (s,xk(s)) ds

であるから，
lim
k→∞

∫ t

t0

F (s,xk(s)) ds =

∫ t

t0

F (s,x(s)) ds

を示せばよい．補題 2.1と (21)より，t0 ≤ t ≤ t0 + α　のとき∣∣∣∣∫ t

t0

F (s,x(s)) ds−
∫ t

t0

F (s,xk(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

t0

|F (s,x(s))− F (s,xk(s))| ds

≤ L

∫ t

t0

|x(s)− xk(s)| ds

≤ M(Lα)k+1

(k + 1)!
eLα(t− t0) −→ 0 (k → ∞)

が成立するから，x = x(t)が積分方程式 (16)を満たすこと，すなわち初期条件 x(t0) = x0

を満たすような微分方程式 (14)の解であることが示された．□
次に解の一意性を示すために，次の補題を証明しよう．

補題 2.3 連続関数 u(t) に対してある正の定数 C があって，t0 ≤ t ≤ t0 + α において

0 ≤ u(t) ≤ C

∫ t

t0

u(s) ds

が成り立てば，u(t) = 0 である．
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証明: U(t) = e−Ct

∫ t

t0

u(s) ds とおくと，

U ′(t) = e−Ct

{
u(t)− C

∫ t

t0

u(s) ds

}
≤ 0

すなわち，U(t) は t0 ≤ t ≤ t0 + α で単調減少であるから，U(t) ≤ U(t0) = 0 である．
これと U(t) ≥ 0 から U(t) = 0 でなければならない．

∫ t

t0

u(s) ds = eCtU(t) = 0 を t で
微分して u(t) = 0 を得る．□

定理 2.2 x′(t) = F(t,x(t)) かつ x(t0) = x0 を満たす関数が，t0 ≤ t ≤ t0 + α の範囲で
ただ一つ存在する．

証明: 存在することは定理2.1により示されたから，一意性を示せばよい．y(t)も y′(t) =

F(t,y(t)) かつ y(t0) = x0 を満たすと仮定して，u(t) = |x(t)− y(t)| とおくと，x(t) も
y(t) も積分方程式 (16)の解であるから，補題 2.1より，

u(t) = |x(t)− y(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

F(s,x(s)) ds−
∫ t

t0

F(s,y(s)) ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

t0

|F(s,x(s))− F(s,y(s))| ds

≤ L

∫ t

t0

|x(s)− y(s)| ds = L

∫ t

t0

u(s) ds (22)

が成り立つ．これと補題 2.3より u(t) = 0 すなわち x(t) = y(t) であることがわかる．
□
以上では，t0 ≤ t ≤ t0 + α の範囲で解を考察したが，y(t) = x(−t) とおけば，

y′(t) = −x′(−t) = −F(t,x(−t)) = −F(t,y(t))

であるから，−Fについて今までの議論を適用すれば，初期値問題の解が区間 [t0−α, t0+

α] においてただ１つ存在することがわかる．

例 2.3 微分方程式 dx

dt
= xに対する初期値問題 x(0) = 1を考える．F (t, x) = xである

から，a > 1, bを任意の正の実数として，R = {(t, x) ∈ R2 | 0 ≤ t ≤ a, |x−1| ≤ b}とお
くと，Rにおける |F (t, x)| = |x|の最大値はM = b+1であるから，α = min{a, b

M
} =

b

b+ 1
< 1 である．b を大きくとれば α は 1 に近づくが，1以上にはならない．定理 2.1

により，解は少なくとも 0 ≤ t < 1 の範囲で存在することになる．
この初期値問題に逐次近似法を適用すると，

x0(t) = 1, xk+1(t) = 1 +

∫ t

0

xk(s) ds (k = 0, 1, 2, . . . )
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となる．x1(t), x2(t), . . . を順に計算すると，

xk(t) = 1 + t+
t

2!
+ · · ·+ tk

k!

となることがわかる．よって初期値問題の解は，任意の t に対して lim
n→∞

xn(t) = et で
与えられる．すなわち，この場合は解は，実は無限区間 [0,∞) で存在する．

例 2.4 A = (aij) を実数を成分とする n次正方行列，x = x(t) を n 個の未知関数を成
分とする縦ベクトルとして，連立微分方程式

d

dt
x(t) = Ax(t)

を考えよう．

F(x) = Ax =

F1(x1, . . . , xn)
...

Fn(x1, . . . , xn)

 =

a11x1 + · · ·+ a1nxn

...

an1x1 + · · ·+ annxn


は t によらず

∂F(x)

∂xj

=

a1j
...

anj


は定数であるから，F(x)は，任意の a, b > 0について定理 2.1と定理 2.2の仮定（a, bで
定まる領域 Rで C1級であること）を満たす．よって，任意の t0 ∈ Rと任意の x0 ∈ Rn

について，d

dt
x(t) = Ax(t)かつ x(t0) = x0 を満たす x(t)が区間 [t0−α, t0+α] (∃α > 0)

においてただ１つ存在することがわかる．実は，解は R全体で定義されることを示す
ことができる．（これは 1章で示した解法からもわかる．）

問題 2.1 初期値問題
dx

dt
= x+ t, x(0) = 0

に対して逐次近似法を適用したときの関数列を {xk(t)} とする．

(1) x1(t), x2(t), x3(t) を t の具体的な式で表せ ．

(2) xk(t) の具体的な式を予想し，それを数学的帰納法で証明せよ．

(3) 極限 lim
n→∞

xn(t) を求めよ．またこの極限は t のどのような範囲で収束するか？

(4) 定理 2.1によると，この初期値問題の解は t のどのような範囲で存在することが
言えるか?
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2.3 不動点と線形化方程式
一般に連立微分方程式 d

dt
x = F(t,x)において Fが tによらず F(x)と表されるとき，

この連立微分方程式のことを自励系 (autonomous system)という．以下では x = x(t)

を n個の未知関数 x1(t), . . . , xn(t) を成分とする縦ベクトルとして，自励系
d

dt
x(t) = F(x(t)) (23)

を考察する．F(x) の成分を F1(x1, . . . , xn), . . . , Fn(x1, . . . , xn) とする．

定義 2.1 F(c) = 0 を満たすような点 c ∈ Rn のことを (23)の不動点 (fixed point)と
いう．

不動点 c = t(c1, . . . , cn) を初期値とする (23)の解は x(t) = c，すなわち c に留まる．
実際，x(t) = c とすれば， d

dt
x(t) = 0 かつ F(x(t)) = F(c) = 0 だから (23) は，両辺

が恒等的に零ベクトルとなり成立する．
多変数関数に対する Taylorの定理（解析学概論 Iを参照）により，F の各成分につ
いて

Fk(x) = Fk((x− c) + c))

= Fk(c) + (x1 − c1)
∂Fk

∂x1

(c) + · · ·+ (xn − cn)
∂Fk

∂xn

(c) +O(|x− c|2)

= (x1 − c1)
∂Fk

∂x1

(c) + · · ·+ (xn − cn)
∂Fk

∂xn

(c) +O(|x− c|2) (1 ≤ k ≤ n),

すなわち

F(x) = (x1 − c1)
∂F

∂x1

(c) + · · ·+ (xn − cn)
∂F

∂xn

(c) +O(|x− c|2)

が成立する．ここで O(|x− c|2) は x が c に近づくときに絶対値が |x− c|2 のある定
数倍以下となるような量を表す（Landauの記号）．そこで未知関数 x(t) を新たな未知
関数 y(t) = x(t)− c に置き換えて O(|x− c|2) の項を無視すれば，

d

dt
y(t) = y1(t)

∂F

∂x1

(c) + · · ·+ yn(t)
∂F

∂xn

(c) =
∂F

∂x
(c)y(t) (24)

を得る．ここで y1(t), . . . , yn(t) は y(t) の成分であり，∂F

∂x
は ∂Fi

∂xj

を第 (i, j)成分とす
る n次正方行列である (F の c における Jacobi行列と呼ばれる)．これは 1.4節で考察
した定数係数線形連立微分方程式であり，不動点 c の近くではもとの微分方程式 (23)

を近似していると考えることができる．線形微分方程式 (24)を自励系 (23) の不動点 c

における線形化方程式という．線形化方程式は具体的に解くことができるので，これに
よって不動点 c に十分近い点を初期値とする解の c の近傍での様子がわかる．
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例 2.5 a, b, c, d を正の定数として Lotka-Volterra方程式
d

dt
x1(t) = ax1(t)− bx1(t)x2(t),

d

dt
x2(t) = cx1(t)x2(t)− dx2(t)

を考察しよう．F1(x1, x2) = ax1 − bx1x2 = x1(a − bx2), F2(x1, x2) = cx1x2 − dx2 =

x2(cx1 − d) だから，不動点は (0, 0) と
(d
c
,
a

b

)
の 2点である．

∂F

∂x
=


∂F1

∂x1

∂F1

∂x2

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

 =

(
a− bx2 −bx1

cx2 cx1 − d

)

より，不動点
(d
c
,
a

b

)
における線形化方程式は，y1(t) = x1(t) −

d

c
, y2(t) = x2(t) −

a

b
とおくと

d

dt

(
y1(t)

y2(t)

)
=

 0 −bd

cac

b
0

(y1(t)
y2(t)

)
(25)

である．この右辺の行列 A の特性多項式は ΦA(λ) = λ2 + ad だから，A の固有値は
±
√
ad i である．

√
adI2 − A =


√
ad i

bd

c

−ac

b

√
ad i


より，固有値

√
ad i に対する固有ベクトルとして t

( i√
ad

,
c

bd

)
がとれる．線形化方程

式の一般解は，

ei
√
ad t


i√
ad
c

bd

 = (cos
√
ad t+ i sin

√
ad t)


i√
ad
c

bd



=

− 1√
ad

sin
√
ad t

c

bd
cos

√
ad t

+ i


1√
ad

cos
√
ad t

c

bd
sin

√
ad t


の実部と虚部の 1次結合であるから，C1, C2 を任意定数として(

y1(t)

y2(t)

)
= C1

− 1√
ad

sin
√
ad t

c

bd
cos

√
ad t

+ C2


1√
ad

cos
√
ad t

c

bd
sin

√
ad t


=

 0
1√
ad

c

bd
0

( cos
√
ad t sin

√
ad t

− sin
√
ad t cos

√
ad t

)(
C1

C2

)
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と表される．（11ページの公式からもわかる．）この最後の行の左側の行列は行列式が負
であるから，線形化方程式の解の軌道は原点（もとの方程式の不動点に対応）のまわり
を楕円に沿って正の向き（反時計回り）に回転する．
このことから，Lotka-Voltera方程式の解は，不動点

(d
c
,
a

b

)
の近傍では，この不動

点のまわりを回転すると予想される．すなわち，被食者と補食者の量は周期的に変動す
ることが推測される．（線形化方程式はもとの方程式の近似ではあるが全く同じではな
いので，厳密な証明にはなっていない．）
次に不動点 (0, 0) における線形化方程式は y1(t) = x1(t), y2(x) = x2(t) として，

d

dt

(
y1(t)

y2(t)

)
=

(
a 0

0 −d

)(
y1(t)

y2(t)

)

である．この一般解は，C1, C2 を任意定数として(
y1(t)

y2(t)

)
=

(
C1e

at

C2e
−dt

)

と表される．よって C1, C2 > 0 とすると，y1(t) は単調増加，y2(t) は単調減少である．
このことから，x1(t)（被食者）と x2(t)（捕食者）が共に少ないときは，被食者は（捕
食者が少ないので）増加し，捕食者は（被食者が少ないので）減少することがわかる．
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下の図は被食者（実線）と捕食者（点線）の数を時間 t（横軸）の関数として表示した
グラフである．
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問題 2.2 次の連立微分方程式の不動点と線形化方程式を求め，各々の不動点の近傍に
おける解の軌道の様子を調べよ．

dx1

dt
= x1(1− x1 − 2x2),

dx2

dt
= x2(1− x2 − 2x1)

• Lotka-Volterra方程式の解が周期的であることの証明
x1 > 0, x2 > 0 としてよいので，X1 = log x1, X2 = log x2 を新たな未知関数とす
ると，
d

dt
X1 =

1

x1

dx1

dt
= a− bx2 = a− beX2 ,

d

dt
X2 =

1

x2

dx2

dt
= cx1 − d = ceX1 − d (26)

が成立する．ここで F1(X2) = a − beX2 , F2(X1) = ceX1 − d とおく．F1 は X2 のみの
関数，F2 は X1 のみの関数であることに注意して，F1 と F2 の原始関数の差

H(X1, X2) = aX2 − beX2 − ceX1 + dX1

を考えると，
∂H

∂X1

(X1, X2) = −ceX1 + d = −F2(X1),
∂H

∂X2

(X1, X2) = a− beX2 = F1(X2)

となる．Xk = Xk(t) (k = 1, 2)を (26)の解とすると，上の式と合成関数の微分の公式
より

d

dt
H(X1(t), X2(t)) =

∂H

∂X1

(X1(t), X2(t))X
′
1(t) +

∂H

∂X2

(X1(t), X2(t))X
′
2(t)

= −F2(X1(t))X
′
1(t) + F1(X2(t))X

′
2(t)

= −F2(X1(t))F1(X2(t)) + F1(X2(t))F2(X1(t)) = 0

を得る．これは H(X1, X2) の値が微分方程式 (26)の解曲線上では不変であること，す
なわち (26)の解曲線は，H(X1X2) の値が一定であるような集合（曲線）を動くことを
意味している．以上により Lotka-Volterra方程式の解 (x1, x2) = (x1(t), x2(t)) は，

a log x2 − bx2 − cx1 + d log x1 = C

(C は定数）で定義される閉曲線上を動くことが示された．
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2.4 微分方程式の保存量と天体の運動
大きな質量の天体（たとえば太陽）の周りを運動する天体（地球や火星などの惑星）
の運動を考察しよう．このとき惑星は太陽を含むある平面内で運動することを示すこと
ができるので，簡単のため，太陽を xy平面の原点として質量 m の天体の位置を (x, y)

とする．実際の運動では x = x(t), y = y(t) は時刻 t の関数である．この天体が太陽か
ら受ける引力のベクトルを (F1(x, y), F2(x, y)) とすると，Newton の運動方程式は

m
d2x

dt2
= F1(x, y), m

d2y

dt2
= F2(x, y)

となる．これは 2階の連立常微分方程式である．そこで，u(t) = mx′(t), v(t) = my′(t)

とおくと ((u(t), v(t)) は運動量ベクトルと呼ばれる)

dx

dt
=

1

m
u,

du

dt
= F1(x, y),

dy

dt
=

1

m
v,

dv

dt
= F2(x, y) (27)

という連立常微分方程式に書き換えられる．ここで F1(x, y) と F2(x, y) は Newtonの
万有引力の法則により

F1(x, y) = − Kmx

(x2 + y2)
3
2

, F2(x, y) = − Kmy

(x2 + y2)
3
2

で与えられる．ここで K は原点にある天体の質量のみに依存する正の定数であり，惑
星の質量には無関係である．ここで

U(x, y) =
Km√
x2 + y2

という関数を導入すると，
∂

∂x
U(x, y) = F1(x, y),

∂

∂y
U(x, y) = F2(x, y)

が成立することがわかる．（−U は位置エネルギーを表している．）

命題 2.3 (エネルギーの保存法則) x, y, u, vの関数（エネルギー関数）E = E(x, y, u, v)

を
E(x, y, u, v) =

1

2m
(u2 + v2)− U(x, y)

により定義する．このとき，x(t), y(t), u(t), v(t) を運動方程式 (27)の解とすると，
E(x(t), y(t), u(t), v(t)) は t によらない定数である．
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証明: E の t についての導関数が 0 となることを示せばよい．合成関数の微分の公式
と (27)により

d

dt
E(x(t), y(t), u(t), v(t)) =

∂E

∂x
x′(t) +

∂E

∂y
y′(t) +

∂E

∂u
u′(t) +

∂E

∂v
v′(t)

= −F1((x(t), y(t))x
′(t)− F2((x(t), y(t))y

′(t) +
1

m
u(t)u′(t) +

1

m
v(t)v′(t)

= − 1

m
F1((x(t), y(t))u(t)−

1

m
F2((x(t), y(t))v(t)

+
1

m
u(t)F1(x(t), y(t)) +

1

m
v(t)F2(x(t), y(t)) = 0

となるから示された．□
極座標を用いて x = x(t) = r cos θ, y = y(t) = r sin θ と表そう．ここで r = r(t) と

θ = θ(t) は t の関数である．

命題 2.4 (角運動量の保存法則) x(t), y(t), u(t), v(t) を運動方程式 (27)の解とすると，
r(t)2θ′(t) は定数である．（この量は角運動量と呼ばれる．）

証明: x(t) = r(t) cos θ(t) と y(t) = r(t) sin θ(t) を t について 2回微分して

x′(t) = r′(t) cos θ(t)− r(t)θ′(t) sin θ(t),

y′(t) = r′(t) sin θ(t) + r(t)θ′(t) cos θ(t),

x′′(t) = r′′(t) cos θ(t)− 2r′(t)θ′(t) sin θ(t)− r(t)θ′′(t) sin θ(t)− r(t)θ′(t)2 cos θ(t),

y′′(t) = r′′(t) sin θ(t) + 2r′(t)θ′(t) cos θ(t) + r(t)θ′′(t) cos θ(t)− r(t)θ′(t)2 sin θ(t)

より

−y(t)x′′(t) + x(t)y′′(t) = −x′′(t)r(t) sin θ(t) + y′′(t)r(t) cos θ(t)

= {2r′(t)θ′(t) + r(t)θ′′(t)}r(t)

となるが，一方 (27)より

−y(t)x′′(t) + x(t)y′′(t) = − 1

m
y(t)F1(x(t), y(t)) +

1

m
x(t)F2(x(t), y(t))

= −y(t)
Kx(t)

(x(t)2 + y(t)2)
3
2

+ x(t)
Ky(t)

(x(t)2 + y(t)2)
3
2

= 0

となるから，r(t) > 0 に注意して

2r′(t)θ′(t) + r(t)θ′′(t) = 0

を得る．従って
d

dt

{
r(t)2θ′(t)

}
= 2r(t)r′(t)θ′(t) + r(t)2θ′′(t) = 0
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となるから r(t)2θ′(t) は定数である．□
以上の２つの命題により

E =
1

2m
{u(t)2 + v(t)2} − Km√

x(t)2 + y(t)2
, k = r(t)2θ′(t)

は定数である．k = 0 のときは θ′(t) = 0 より θ は一定だから，惑星は太陽に向かって，
または太陽と反対方向に直線上を動く．以下 k ̸= 0 とする．

u(t)2 + v(t)2 = m2
{
x′(t)2 + y′(t)2

}
= m2r′(t)2 +m2r(t)2θ′(t)2

を用いて E の式を極座標で表すと

E =
m

2

{
r′(t)2 + r(t)2θ′(t)2

}
− Km

r(t)
(28)

となる．r(t)2θ′(t) = k に注意してこの式を r′(t) について解くと

r′(t) = ±

√
2E

m
+

2K

r(t)
− k2

r(t)2
= ±

√
2E

m
+

K2

k2
−
( k

r(t)
− K

k

)2
となる．r と θ の関係を求めるために θ′(t) = kr(t)−2 を用いると，

dr

dθ
=

r′(t)

θ′(t)
= ±r2

k

√
2E

m
+

K2

k2
−
(k
r
− K

k

)2
を得る（ここでは r を θ の関数とみなしているので r(t) ではなく単に r とした）．こ
れは変数分離形の微分方程式であり，∫

k dr

r2

√
2E

m
+

K2

k2
−
(k
r
− K

k

)2 = ±
∫

dθ = ±(θ + c)

を解けばよい．a =

√
2E

m
+

K2

k2
として s =

1

a

(k
r
−K

k

)
とおいて左辺を置換積分すると∫

k dr

r2

√
2E

m
+

K2

k2
−
(k
r
− K

k

)2 =

∫
k dr

ar2

√
1− 1

a2

(k
r
− K

k

)2
= −

∫
ds√
1− s2

= cos−1 s

となる（積分定数は省略した）．これから
s = cos(±(θ + c)) = cos(θ + c)

を得る．座標軸を原点のまわりに cラジアン回転すれば θ+cは θ となるので，s = cos θ

としてよい．これから
1

a

(k
r
− K

k

)
= cos θ すなわち ar cos θ +

K

k
r = k
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が導かれる．これは惑星の軌道を極座標で表した式である．この最後の式と r cos θ = x

より

r =
k

K
(k − ax) よって x2 + y2 = r2 =

k2

K2
(k − ax)2 =

a2k2

K2
x2 − 2ak3

K2
x+

k4

K2

となり，移項して整理すると(
1− a2k2

K2

)
x2 +

2ak3

K2
x+ y2 =

k4

K2

となる．これは 2次曲線の方程式であり，0 ≤ a|k|
K

< 1 のときは楕円，a|k|
K

= 1 のと

きは放物線，a|k|
K

> 1 のときは双曲線を表す．（ただし k ̸= 0 としている．k = 0 のと
きは半直線になる．）

ak

K
=

1

2

ak

K
= 1

ak

K
= 2
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