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本稿では, 空間グラフに関する平面的グラフの非自明射影の概念を, 一般のグラ

フに拡張しようという試みの話をします. 以下で簡単に空間グラフについて復習

します. R4内の原点を中心とする単位 3次元球面を S3と表すとき, 自然に位相空

間とみなした有限グラフ Gの S3への埋め込み f : G → S3を, Gの空間埋め込み

または単に空間グラフといいます. 2つの空間グラフ f と gは, S3の向きを保存す

る同相写像 Φが存在してΦ ◦ f = gが成り立つとき, アンビエント ·イソトピック

であるといいます. また, グラフGは, 2次元球面に埋め込み可能であるとき平面

的であるといいますが, いま S3内の原点を中心とする単位 2次元球面を S2と表す

とき, 平面的グラフGの空間埋め込み f が自明であるとは, Gの S2への埋め込み

hが存在して, f と hがアンビエント ·イソトピックであるときをいいます.

1. 平面的グラフの非自明射影

グラフGの S2への連続写像ϕがGの正則射影であるとは, その多重点が有限個

かつ辺の内点同士の横断的な 2重点に限るときをいいます. いま, Gの空間グラフ

f に対して, ϕが f の正則射影であるとは, π : S
3 − {(0, 0, 0, 1), (0, 0, 0,−1)} → S

2

を自然な射影とするとき, f にアンビエント ·イソトピックな埋め込み f ′ : G →

S3 − {(0, 0, 0, 1), (0, 0, 0,−1)}が存在して, ϕ = π ◦ f ′となるときをいいます. この

とき, ϕ(G)を f の正則射影図と呼び, また, ϕを例えば f̂ と表したり, ϕは f に持

ち上がると言ったりもします. fの正則射影図ϕ(G)の各 2重点において, πによる

上下の情報を付加したものが, f の正則図にほかなりません.

結び目理論における周知の事実「絡み目の任意の正則図は, 各交差点の上下の情

報を適当に入れ替えることによって, 自明な絡み目の正則図となる」は, 言い換え

れば, 1次元球面の非交和の任意の正則射影 ϕは, 必ず自明な絡み目に持ち上がる

ことを主張しています. ところが, 一般の平面的グラフの正則射影については, 同

様の事実は必ずしも成り立たないことが谷山 [20]によって示されました.

命題 1.1. ([20]) 図 1.1のグラフGの正則射影 ϕは, Gの自明な空間埋め込みには

持ち上がらない. 実際に ϕを S3に持ち上げると, 必ずHopf絡み目を含む.

そこで, 平面的グラフの正則射影で自明な空間埋め込みに持ち上がり得ないもの
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図 1.1: 非自明射影

を非自明であると呼び, 非自明な正則射影を単に非自明射影と呼ぶことにします.

また, いかなる非自明射影も持たない平面的グラフを自明化可能であると呼びま

す. 例えば 1次元球面の非交和は自明化可能であり, 一方, 図 1.1のグラフGは自

明化可能ではありません. 自明化可能な平面的グラフについては, 谷山 [20], 杉浦-

鈴木 [18], 田村 [19]で研究されていて, 例えば θnグラフ, 手錠グラフ, 4頂点完全グ

ラフK4などは自明化可能であることが知られています. 即ち, 空間 θn曲線, 空間

手錠グラフやK4の空間埋め込みの正則図は, 各交差点の上下の情報を適当に入れ

替えることによって, それぞれ自明な空間埋め込みの正則図にできるわけです.

一方, 自明化可能でない平面的グラフについては, Robertson, Seymourによるグ

ラフ ·マイナー理論を援用した研究が進められて来ました. グラフH がグラフG

のマイナーであるとは, H がGから辺の縮約及び辺の除去の有限列で得られると

きをいい, 特にH 6= Gのときプロパーマイナーと呼ばれます. いま, 平面的グラ

フGの正則射影 ϕが自明な空間埋め込みに持ち上がるなら, Gの任意の部分グラ

フH において明らかに ϕ|H も自明な空間埋め込みに持ち上がります. また, 辺を

縮約して得られるプロパーマイナーH ′においても, もしH ′が非自明射影を持つ

ならば, Gも非自明射影を持つことが示されます. これより, 自明化可能性はマイ

ナーに関して “閉じている”, 即ち次の命題が成り立ちます.

命題 1.2. ([20]) 平面的グラフGが自明化可能なら, Gの任意のマイナーH も自

明化可能である.

そこでいま, Ω(T )を自明化可能でない平面的グラフでその任意のプロパーマイ

ナーは自明化可能であるようなもの全体の集合とします. このとき, 命題 1.2のマ

イナーに関して閉じているという性質,及びRobertson-Seymourのグラフマイナー

定理 [11]の帰結として, 以下の事実が導かれます.

系 1.3. Ω(T )は有限集合である.

自明化可能な平面的グラフは「Ω(T )の元をマイナーに含まない」という形で特徴

付けられますから, Ω(T )の元が有限個であることは大きな意味を持ちます. Ω(T )
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を自明化可能性に関する障害集合と呼び, その元を自明化可能性に関する禁止グラ

フと呼びます. 図 1.1のGは, 実は禁止グラフのうちの 1つです. 現在までに杉浦-

鈴木 [18], 筆者-小沢-谷山-堤 [7], 筆者 [8]によって 17個の禁止グラフが発見されて

いますが, まだ完全決定には至っていません.

ところで, 自明化可能性は, 自明な空間グラフが定義可能な平面的グラフについ

ての性質ですが, 非平面的グラフの正則射影についてはどうでしょうか? つまり,

どう S3に持ち上げても, ある意味結ばった, あるいは絡まった空間グラフが生じ

てしまうような, 非平面的グラフの正則射影を研究することはできないのでしょう

か. そのためには, 必然的に標準的空間グラフを研究する必要が生じてきます.

2. 標準的空間グラフ

グラフの標準的空間埋め込みの研究とは, 大雑把に言えば,「最もほどけている」

空間グラフの追求です. 以下の 4つの条件が, 標準的空間グラフが持つべき性質と

して期待されるものです.

性質 2.1. (1) 自明な結び目, 及び自明な絡み目の一般化となっている.

(2) 外部空間はハンドル体である. 従って補空間の基本群は自由群である.

(3) 任意のグラフは標準的空間埋め込みを持つ.

(4) グラフの標準的空間埋め込みは, 何らかの意味で一意である.

グラフが平面的な場合は, 標準的空間グラフとして自明な空間グラフを採用すれ

ば, 明らかに条件 (1), (2)を満たしており, また, 平面的グラフの自明な空間埋め

込みは S3のアンビエント ·イソトピーの下で一意であることが知られているので

(Mason [6]), 条件 (4)も満たします. ちなみに, 条件 (2)に関連して, 自明な空間グ

ラフであるための必要十分条件は, 任意の部分空間グラフについて補空間の基本群

が自由群であることも示されており (Scharlemann-Thompson [16]), とても理想的

な標準的空間埋め込みとなっています. しかし非平面的グラフには定義されないの

で, 条件 (3)を満たしません.

そこで, 非平面的グラフの標準的空間埋め込みとしてふさわしいものを定義する

ことが, 大きな研究目標となります. しかし, 後述するように, どう S3に埋め込ん

でも非自明な部分空間埋め込みを含んでしまうグラフが存在するため, これは大変

難しい問題です. これまでに, 空間グラフが含む結び目たちに円板を張るというア

イディアによる, 結び目に関して局所自明な空間埋め込み (小林 [3], 遠藤-大槻 [2],

新庄 [17]), 本型の空間への埋め込みを考えるというアイディアによる, 空間グラフ

の本表現 (小林 [3], 大槻 [9]), また, 3次元多様体論からのアプローチ (小沢-堤 [10])

などが試みられて来たのですが,1 未だ満足のいく結果は得られていないというの

が現状のように思います.
1[4] の第 4 章では, 標準的空間グラフに関する’90 年代前半の一連の研究について詳しく述べられています.
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そこで今回, 非平面的グラフの標準的空間グラフの候補として, 極小埋め込みな

る新しい概念を導入します. 以下では, γ(G)はグラフ Gの最小種数, 即ち Gを

埋め込むことができる向き付け可能な閉曲面の種数の最小値を表します. 明らか

に, Gが平面的であることと γ(G) = 0は互いに必要十分条件です. また, Fnを

S
3の種数 nの Heegaard曲面, (V1, V2; Fn)を S

3 のHeegaard分解とするとき,

{D1, D2, . . . , Dn}, {D
′
1, D

′
2, . . . , D′

n}はそれぞれ V1, V2の完備メリディアン円板系

で, Di ∩D′
jは i 6= jのとき空, i = jのとき 1点であるようなものとします. このと

き, mi = Fg ∩ Di (i = 1, 2, . . . , n)を Fnの標準的メリディアン, li = Fg ∩ D′
i (i =

1, 2, . . . , n)を Fnの標準的ロンジチュードと呼び, {(mi, li) | i = 1, 2, . . . , n}を Fg

の標準的メリディアン-ロンジチュード系と呼ぶことにします.

定義 2.2. Gは γ(G) = nなるグラフとし, Fn は S3の種数 nの Heegaard曲面,

{(mi, li) | i = 1, 2, . . . , n}は Fnの標準的メリディアン-ロンジチュード系とする.

(1) min(G) ∈ N ∪ {0}を, n = 0(即ちGは平面的)ならmin(G) = 0, n ≥ 1(即ちG

は非平面的)なら

min(G) = min

{

n
∑

i=1

|h(G) ∩ mi| +
n

∑

i=1

|h(G) ∩ li|
∣

∣

∣
h : G → Fnは埋め込み

}

と定義する.

(2) Gの空間埋め込み f が極小埋め込みであるとは, min(G)を実現するような Fn

への埋め込み h : G → Fn ⊂ S3が存在して, f と hは S3においてアンビエント ·イ

ソトピックであるときをいう.

明らかに極小埋め込みは性質 2.1における条件 (1)を満たし, 更に定義から明ら

かに, 平面的グラフの極小埋め込みは自明な空間埋め込みと一致します. また, 最

小種数 gを実現する閉曲面Fgに埋め込まれたグラフは, そのFgにおける補空間が

開 2胞体の非交和となっており, このことから S3における外部空間はハンドル体

となるので, 従って条件 (2)を満たします. 更に一般のグラフに対して定義しまし

たから, 条件 (3)も満たしています.2 条件 (4)に関してはとりあえず後回しにして,

まずは極小埋め込みの具体例を見ていきましょう.

例 2.3. p頂点完全グラフKpは, p = 5, 6, 7のときに限り γ(Kp) = 1であることが

知られています. このとき, min(K5) = 2, min(K6) = 4, min(K7) = 6で, 実際に図

2.1はK5, K6, K7の極小埋め込みの例です. 特にK6は絡み目に関して内在的非自

明, 即ちK6の任意の空間埋め込みは必ず非分離 2成分絡み目を含み, K7は結び目

に関して内在的非自明, 即ちK7の任意の空間埋め込みは必ず非自明な結び目を含

むことに注意します (Conway-Gordonの定理 [1]).

2極小埋め込みの定義において, 「minG を実現する」を外しても, 実は性質 2.1 の条件 (1), (2), (3) は満たされますが,
そのような空間埋め込みは一般に無数に存在します. 例えば, 任意の自然数 n に対し, (2, 2n + 1) トーラス結び目を含む
K5 の空間埋め込み h : G → F1 ⊂S3が存在します. min(G)を実現することを要請したのは, そのような理由によります.
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図 2.1: K5, K6, K7の極小埋め込み

例 2.3において, 図 2.1の埋め込みがそれぞれ極小埋め込みであることを決定す

るには, 例えば以下の方法を用います. いま, γ(G) = n ≥ 1なるグラフGに対し,

gvsk(G) = min {|U | | U ⊂ V (G), γ(G − U) = n − 1}

を, Gの一般化された頂点歪みと呼ぶことにすると,3 極小埋め込みに関して次の補

題が成り立ちます.

補題 2.4. Gは γ(G) = n(≥ 1)なる非平面的グラフで, h : G → Fn ⊂ S3はその極

小埋め込みとする. このとき,

|h(G) ∩ mi| ≥ gvsk(G), |h(G) ∩ li| ≥ gvsk(G)

が成り立つ (i = 1, 2, . . . , g). 従って特にmin(G) ≥ 2n · gvsk(G)である.

実際, もし |h(G) ∩ mi| = r < gvsk(G)だったとすると, miは h(G)と r個の頂点

h(v1), h(v2), . . . , h(vr) (U = {v1, v2, . . . , vr} ⊂ V (G))で交わっているとしてよく,

このとき FnをDiで圧縮して得られる種数 n − 1の閉曲面にG − U が埋め込まれ

ます. しかし gvsk(G) > rより γ(G − U) = nですから, 矛盾が生じます.

明らかに gvsk(K5) = 1, gvsk(K6) = 2, gvsk(K7) = 3であり, 従って補題 2.4よ

りmin(K5) ≥ 2, min(K6) ≥ 4, min(K7) ≥ 6です. これらの下限を図 2.1の埋め込

みが実現していますので,従って極小埋め込みとなります. より正確には, p = 5, 6, 7

に対し, h : Kp → F1 ⊂ S3が極小埋め込みであるための必要十分条件は,

|h(Kp) ∩ m1| = |h(Kp) ∩ l1| = gvsk(Kp)

が成り立つことです.

3ここで V (G) は Gの頂点集合で, G − U は Gから U 及び U の頂点に接続している辺を全て取り除いて得られる G

の部分グラフを表します.

5



例 2.5. グラフが絡み目に関して内在的非自明でないという性質はマイナーに関し

て閉じており, その障害集合 Ω(L)はPetersen族と呼ばれる 7つのグラフから成

ることが Sachs [15]及びRobertson-Seymour-Thomas [12, 13, 14]により証明され

ています. 例えばK6, 完全 3組グラフK3,3,1, PetersenグラフPGなどがPetersen

族に含まれています. このとき, Petersen族に属する任意のグラフ P について,

γ(P ) = 1かつmin(P ) = 4となり, 図 2.2はK3,3,1及び PGの極小埋め込みの例で

す. 実際, h : P → F1 ⊂ S3が極小埋め込みであるための必要十分条件は,

|h(P ) ∩ m1| = |h(P ) ∩ l1| = gvsk(P ) = 2

が成り立つことです.

図 2.2: K3,3,1, PGの極小埋め込み

3. 一般化された非自明射影

さて, 極小埋め込みの概念を用いて, 平面的グラフの非自明射影を以下のように

非平面的グラフに拡張します.

定義 3.1. (1) グラフGの正則射影 ϕが非極小であるとは, あらゆる極小埋め込み

に持ち上がり得ないときをいう. このとき, ϕを非極小射影と呼ぶ.

(2) いかなる非極小射影も持たないグラフGを, 極小化可能であると呼ぶ.

Gが平面的であれば, 極小化可能性は明らかに自明化可能性と一致します.

例 3.2. 例えば, 図 3.1のグラフGの正則射影 ϕを考えます. この ϕは, S3に持ち

上げると必ずHopf絡み目を含むことがすぐにわかります (谷山-塚本 [21]で取り上

げられた例). ところが, いま γ(G) = 1で, 埋め込み h : G → F1 ⊂ S3が極小埋め

込みであるための必要十分条件は,

|h(G) ∩ m1| = |h(G) ∩ l1| = 1

となることです. 即ちmin(G) = 2となりますが, Hopf絡み目は (2, 2)トーラス絡

み目なので, もし h(G)が Hopf絡み目を含むならばmin(G) ≥ 4となるはずです.

従って h(G)はHopf絡み目を含み得ません. 従って ϕは非極小射影です.

6



G

ϕ

π

h

図 3.1: 非極小射影

そこで, 命題 1.2に対応した内容を考えたいのですが, 実は極小化可能性におい

ては, 平面的グラフの自明化可能性とその様相が著しく異なります. 実際, 次の例

のように, グラフGの極小埋め込みに持ち上がる正則射影ϕにおいて, Gの部分グ

ラフH が存在して, ϕ|H が極小埋め込みに持ち上がらない場合があります.

例 3.3. 例えば, 図 3.2の左に示したK6の正則射影を考えます. これは例 2.3で挙

げたK6の極小埋め込みに持ち上がるので, 非極小射影ではありません. しかし部

分グラフHとして, 図 1.1のグラフGを含んでおり, 命題 1.1で述べた通り, ϕ|Hは

非自明射影, 即ち非極小射影です.

上の例では 1 = γ(K6) > γ(H) = 0だったのですが, 実はグラフとその部分グラ

フとで最小種数が変わらない場合にも, このような例が存在します. 例えば図 3.2

の右に示した Petersenグラフ PGの正則射影を考えます. これは例 2.5で挙げた

PGの極小埋め込みに持ち上がるので, 非極小射影ではありません. しかし部分グ

ラフHとして図 3.1のグラフGを含んでおり, 例 3.2で述べた通り, ϕ|H は非極小

射影です. この場合, γ(PG) = γ(H) = 1です.

例 3.3は, 極小化可能性がマイナーに関して閉じるかどうかを, 自明化可能性の

場合と同様の方法では示すことができないことを意味しています.

問題 3.4. グラフGが極小化可能なら, そのマイナーHも極小化可能か?

筆者はこの問題には否定的です. 即ち, このままでは極小化可能性はマイナーに

関して閉じないであろうと予想しています (問題 4.8参照). そこで, 極小化可能性

を階層的に定義し直すことを考えます.
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図 3.2: 非極小射影ではないが, 部分的に非極小射影を含む例

4. (n, k)極小化可能性

例 3.3の 2つ目の例において, グラフGの非極小射影ではない正則射影ϕにおい

て, γ(H) = γ(G)なるGの部分グラフH が存在して, ϕ|H が非極小射影となる例

があることを見ました. その際にmin(G) > min(H)となっていることに着目して,

以下の定義を与えます.

定義 4.1. n, k ∈ N ∪ {0}に対し,

(1) グラフGが (n, k)型であるとは, γ(G) = n, min(G) = kのときをいう.

(2) グラフGが (n, k)極小化可能であるとは, 以下の条件 (i), (ii), (iii)のいずれか

を満たすときをいう.

(i) γ(G) < n,

(ii) ある q < kに対し, Gは (n, q)型である,

(iii) Gは (n, k)型で, いかなる非極小射影も持たない.

このとき, グラフGが (n, k)極小化可能でないとは, 定義から,

(i)’ γ(G) ≥ n + 1,

(ii)’ ある q ≥ k + 1に対し, Gは (n, q)型である,

(iii)’ Gは (n, k)型で, 非極小射影を持つ

のいずれかを満たすときとなります. つまり, Gがそもそも Fnに埋め込めないか,

埋め込めたとしてもmin(G) > kとなるか, (n, k)型だとしても非極小射影を持つ

場合に, (n, k)極小化可能でないわけです. こちらを考えたほうが, もとの (n, k)極

小化可能性を理解しやすいかもしれません. しかも, この (n, k)極小化可能性はマ

イナーに関して閉じることがわかります.

定理 4.2. n, k ∈ N∪{0}に対し, グラフGが (n, k)極小化可能なら, その任意のマ

イナーH も (n, k)極小化可能である.
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そこで, (n, k)極小化可能性に関する障害集合Ωn,kが自明化可能性の場合と全く

同様に定義され, グラフマイナー定理, 及び定理 4.2によって, 次が示されます.

系 4.3. 各 n, k ∈ N ∪ {0}に対し, Ωn,kは有限集合である.

例 4.4. 例えば (0, 0)極小化可能性は平面的グラフの自明化可能性と一致し, Ω0,0 =

Ω(T )∪{K5, K3,3}です. また (0, k)極小化可能性 (k ≥ 1), (1, 0)極小化可能性, (1, 1)

極小化可能性はそれぞれグラフの平面性と一致するので, Ω0,k≥1 = Ω1,0 = Ω1,1 =

{K5, K3,3}となります (Kuratowskiの定理 [5]).

さて, 以下で特に (1, 2)極小化可能性について考えてみます. 極小埋め込みを定

義した際, 性質 2.1の条件 (4)に関する考察を後回しにしていましたが, (1, 2)型グ

ラフの極小埋め込みについては, 次が成り立ちます.

命題 4.5. Gは (1, 2)型とし, f, gをGの極小埋め込みとする. このとき, ある S3

の同相写像Φが存在して, Φ(f(G)) = g(G)となる.

つまり, (1, 2)型グラフの極小埋め込みは, グラフの頂点及び辺のラベルや鏡像を

無視すれば, S3のアンビエント ·イソトピーで一意となります. これはRobertson-

Seymour-Thomas [14]の理論の直接の応用により示されます.4 例えば例 3.2で挙

げた (1, 2)型グラフGの極小埋め込みは, 上記の意味で, そこで挙げた hに限ると

いうことです. (1, 2)極小化可能でない (1, 2)型グラフは, 例 3.2で挙げたグラフの

他にも, 以下に挙げるように幾つか見つかっています.

例 4.6. (1) K5と図 1.1のグラフGの 1点和は, (1, 2)型で, かつ (1, 2)極小化可能

でない. もう少し一般に, (1, 2)型グラフ Gと, 自明化可能性に関する禁止グラフ

で現在知られているものGiの 1点和5は, (1, 2)型で, かつ (1, 2)極小化可能でない.

(2) 図 4.1の (1, 2)型グラフN1, N2, . . . , N8は (1, 2)極小化可能でない.

例 4.6 (1)は, 自明化可能性に関する障害を利用した構成によるものです. 一方,

(2)に関して, 例えばN1は, その任意の平面的プロパーマイナーは自明化可能であ

ることがわかるので, 自明化可能性に関する障害には依っていません. そこで, 特

にΩ1,2の元, 即ち (1, 2)極小化可能性に関する禁止グラフを調べることが次の目標

になりますが, そもそも, (1, 2)型のグラフが必ずどちらかをマイナーに含んでいる

K5, K3,3が (1, 2)極小化可能かどうかがまだ未解決です. もしどちらも (1, 2)極小

化可能であれば, K5もしくはK3,3とGi ∈ Ω(T ) (i = 1, 2, . . . , 17)との 1点和は全

てΩ1,2に属することが示されます.

4未定義用語が多くなりますが, 一応, 流れを簡単に述べます. [14] において, Kuratowski 連結な平坦グラフのS3 へ
のパネル埋め込みは, 命題 4.5 の意味で一意であることが示されています. そこでいま, (1, 2) 型グラフ G の極小埋め込み
はパネル埋め込みとなるので G は平坦で, かつ (1, 2) 型であることから Kuratowski 連結であることがわかるので, 従っ
て結果が得られます.

52 つのグラフ G1, G2 の 1点和とは, G1 のある 1 頂点と G2 のある 1 頂点を同一視して得られるグラフのこと.
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N1 N2 N3 N4

N5 N6 N7 N8

図 4.1: (1, 2)型かつ (1, 2)極小化可能でないグラフ

問題 4.7. (1) K5, K3,3は (1, 2)極小化可能か?

(2) N1, N2, . . . , N8 ∈ Ω1,2か?

最後に, 問題 3.4に関連して, 以下の問題を挙げておきます.

問題 4.8. Petersen族に属するグラフは (1, 4)極小化可能か?

Petersen族は全て (1, 4)型ですから, 要するに Petersen族は極小化可能か?とい

うことです. K6やPGはPetersen族に属し, それらは例 3.3で述べたように, 非極

小射影ではない正則射影 ϕで, Gのある部分グラフHへの制限 ϕ|H が非極小射影

となるようなものを持つのでした. 従って, 問題 4.8が肯定的に解決されれば, 問

題 3.4は否定的に解決されます. 即ち, 我々の階層的な定義が妥当であることをサ

ポートするのですが, 現在のところ, どうやって証明したら良いかわかりません.
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