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概 要

空間グラフの理論とは, 3次元 Euclid 空間 R3 において, 幾つかの点を紐で
繋いでできる図形を数学的に研究する分野である. 対象が結び目 ·絡み目の
直接の拡張であることから, 主に低次元トポロジー, 結び目理論の立場から研
究される. 結び目理論の立場からは, 空間グラフの R3 における位置の分類,
即ち外在的性質の研究が中心である. 一方, グラフが十分「大きい」ならば,
その任意の空間グラフはある特有の性質を持ち, それをグラフ理論の立場か
ら特徴付けようという研究も行われていて, これはいわば空間グラフの内在
的性質の研究である. 本講演では, この Summer School の趣旨に (できるだ
け)沿い, 空間グラフの外在的/内在的性質のそれぞれについて, 研究の動機
付けとなる古典的結果を題材に, これから研究を始めるにあたり理解してお
くと良い (と思われる)事柄の入門的な解説を試みる.
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1. 空間グラフの理論
1.1. 空間グラフ, 正則図式

まず研究対象を定義しよう. いわゆるグラフ理論におけるグラフとは, 集合 V , E 及
び接続関数と呼ばれる E から V の元の非順序対の集合への写像 ψ からなる 3対
G = (V,E, ψ) のことである. 本稿では V , E はともに空でない有限集合と仮定する. V

の元を G の頂点, E の元を G の辺という. ψ(e) = (u, v) のとき, 頂点 u, v をそれぞれ
辺 e の端点といい, 特に u = v のとき, e をループと呼ぶ. 頂点 v に対し, v を端点に
持つループでない辺の本数と, v を端点に持つループの本数 ×2 の和を v の次数とい
う. 例えば 図1.1.1 (1)は

V = {v1, v2, v3} , E = {e1, e2, e3, e4, e5} ,
ψ(e1) = (v1, v1), ψ(e2) = (v2, v1), ψ(e3) = (v1, v3), ψ(e4) = (v3, v2), ψ(e5) = (v3, v2)
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で定義されたグラフ G = (V,E, ψ) を「図解」したものである. すると各頂点の次数は,

その頂点から局所的に伸びる辺弧の本数として理解できる. グラフ G′ = (V ′, E ′, ψ′) が
G の部分グラフであるとは, V ′, E ′ がそれぞれ V , E の部分集合で, かつ ψ′ が ψ の E ′

への制限となっているときをいう (例えば図1.1.1 (2)の太線部分).
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図 1.1.1: (1) グラフ G, (2) G の部分グラフ G′

このグラフ G を, 各辺 e を線分と考え接続関数に沿って各頂点に接着することで, 自
然にコンパクトな位相空間とみなす.1 このとき, G の部分グラフは G の部分位相空間
である. 任意のグラフ G に対し, その 3次元 Euclid 空間 R3 (または 3次元球面 S3)へ
の埋め込み f : G→ R3 が存在する. この f を G の空間埋め込みといい, その像 f(G)

を G の空間グラフという. 特に G 自身が円周/円周のm個の非交和と同相であるとき,

f(G) は結び目/m成分絡み目にほかならない. 一般に, G の部分グラフで円周に同相な
ものをサイクルといい, G の空間埋め込み f 及びサイクル/サイクルの非交和 λ に対
し, f(λ) は f(G) 内の結び目/絡み目である. これを空間グラフの結び目成分/絡み目
成分という. 例えば, 図1.1.2は図1.1.1の G の空間グラフであり, 図1.1.1 (2)の部分グ
ラフ G′ は2つのサイクルの非交和で, f(G′) は f(G) の2成分の絡み目成分である.
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図 1.1.2: G の空間グラフ f(G)

空間グラフという対象は結び目の直接の拡張であり,結び目理論において考えられてい
る概念の多くもまた空間グラフに拡張される. まず,グラフ Gの2つの空間グラフ f(G)

と g(G) が互いに同値であるとは, R3 の自己同相写像 Φ が存在して Φ(f(G)) = g(G)

となるときをいい, 特に Φ が R3 の向きを保存するとき, 互いに同型であるといって
f(G) ∼= g(G) で表す. 例えば, 図 1.1.3の空間グラフ f(G) と g(G) は互いに同型であ
る. より強く, グラフ G の2つの空間埋め込み f , g が互いにアンビエント ·イソトピッ
1トポロジーの用語に親しみがあるなら, 1次元有限 CW 複体の多面体をグラフとすればよい. その場
合は 0胞体が頂点, 1胞体が辺である. また, 部分複体が部分グラフである.



クであるとは, R3 の向きを保存する自己同相写像 Φ が存在して Φ ◦ f = g となるとき
をいい, このとき f ∼= g で表す. グラフ G が平面的であるとは, G の R2 への埋め込み
が存在するときをいい, 平面的グラフ G の空間グラフ f(G) が自明であるとは, f(G)

が R3 内の平面に含まれるある空間グラフ h(G) に同型であるときをいう.2 自明でな
い空間グラフは非自明であるという. 例えば, 図 1.1.4の f(G) は自明な空間グラフで
ある. 一方, 図1.1.2の空間グラフは, 結び目成分 f(e4 ∪ e5) が非自明な結び目であるこ
とから, 非自明な空間グラフである.
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図 1.1.3: 互いに同型な空間グラフ f(G) と g(G)

結び目理論と同様に, 空間グラフの同型類の分類は, 基本的な問題かつ大きな目標で
ある. これは空間グラフの R3 や S3 における位置の分類であるから, 空間グラフの外
在的性質の研究といえる. 同型であることを示すには, 図 1.1.3のように実際に変形し
てみせれば良い. 一方, 同型でないことを示すには, 空間グラフの同型類全体の集合か
ら, ある集合への写像を考えると良い. これを空間グラフの不変量という. 与えられた
不変量において, 異なる不変量値を持つ2つの空間グラフは互いに同型でない. 不変量
を調べるために, 空間グラフの「絵」を平面上にうまく描き, それを組合せ的に研究す
るのも結び目の場合と同様である. いま, 空間グラフ f(G) を同型の範囲で適当に変形
して, 射影 π : R3 → R2, (x1, x2, x3) 7→ (x1, x2) に対し, π ◦ f(G) の多重点が辺の間の
有限個の横断的2重点 のみであるようにできる. そこで各2重点に π による上下の

情報を入れて で表したものを f(G) の正則図式, あるいは単に図式といい, これら
上下の情報付きの2重点を交差点という. 本稿で登場する空間グラフの「絵」は, 全て
空間グラフの図式である. このとき, 結び目/絡み目に関する Reidemeister の定理の
拡張として, 次の定理が成り立つ.

定理 1.1. ([27], [66]) 2つの空間グラフ f(G), g(G) が互いに同型であるための必要十
分条件は, それらの図式が, 図 1.1.5の I, II, III, IV, V の変形を有限回用いて互いに移

2平面的グラフの自明な空間グラフの同型類は唯一つである [34]. 一方, よく知られているように, 非平
面的 (= 平面的でない)グラフが存在するので (例えば図 1.1.7の K5, K3,3), 全てのグラフが自明な空
間グラフを持つわけではない.
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図 1.1.4: 自明な空間グラフ f(G)

り合うことである.3

特に I, II, III は結び目/絡み目の Reidemeister 変形として良く知られている. 新
たに加わった IV, V も Reidemeister 変形と呼ぶ. 定理1.1から, 空間グラフの不変量を
得るには, これら5種類の変形で不変であるような量を探せばよい.

例 1.2. 2成分有向絡み目 (各成分に向きの入った絡み目) L = J ∪K に対し, L の図式
において J と K が成す交差点の符号の総和 ×(1/2) を L の絡み数といい, lk(L) また
は lk(J,K) で表す. ここで交差点の符号は, については +1, については −1 と

定義する. これは L のアンビエント ·イソトピー不変量となり, その絶対値は同型に関
する不変量となることが, Reidemeister 変形 I, II, III で不変であることからわかる. 例
えば図1.1.6の絡み目 L1, L2, L3 について, これらの絡み数はそれぞれ 1, −2, 0 である.

一方, グラフ G を図 1.1.7の K5 (左図), K3,3 (右図)のいずれかとし, その各辺に図
1.1.7のように名前と向きをつける. Gの互いに交わらない2辺の非順序対 (e, e′)に対し,

そのウェイト ε(e, e′) を, G = K5 の場合は ε(ei, ej) = 1, ε(di, dj) = −1, ε(ei, dj) = −1,

一方, G = K3,3 の場合は ε(ci, cj) = 1, ε(bi, bj) = 1, ε(ci, bj) = 1 (ci と bj は図 1.1.7に
おいて向きを込めて平行), ε(ck, bl) = −1 (ck と bl は図1.1.7において逆平行)で定義す
る. そこで空間グラフ f(G) の図式において, 互いに交わらない 2辺の非順序対 (e, e′)

に対し, f(e) と f(e′) の間の交差点の符号の総和を l(f(e), f(e′)) で表すとき, 次の整数

L(f) =
∑
(e,e′)

ε(e, e′)l(f(e), f(e′))

3より強く, グラフ G の 2つの空間埋め込み f , g が互いにアンビエント ·イソトピックであるための必
要十分条件は, 空間グラフ f(G), g(G) の図式が, 図 1.1.5の I, II, III, IV, V の変形により, 対応する
頂点及び辺のラベルを保存して互いに移り合うことである.
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図 1.1.5: Reidemeister 変形

を, 空間埋め込み f の Simon 不変量という [57].4 これは f のアンビエント ·イソト
ピー不変量となり, その絶対値は同型に関する不変量となることが, Reidemeister 変形
I, II, III, IV, Vで不変であることから確かめられる. 例えば図1.1.8の空間グラフ f(K5)

(左図), f(K3,3) (右図)について, これらの Simon 不変量はそれぞれ −3, −9 である. 実
は Simon 不変量は奇数値しか取らない.

図 1.1.6: 2成分有向絡み目 (左から) L1, L2, L3

結び目/絡み目の図式を通して定義される幾何的な不変量の多くも, 自然に空間グラ
フに拡張される. 例えば全ての図式の交差点数の最小値として, 空間グラフの最小交差
数が定義される. Rolfsen テーブル [51]のような, 比較的低い最小交差数を持つ結び

4K5, K3,3 とは限らないグラフ G の空間埋め込み f についても, そのWu 不変量 L(f) が G の 2点
配置空間 C2(G) = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ G, x1 ̸= x2} のある種の同変コホモロジー類として定義され
[64], [59], Simon 不変量や絡み数はその特別な場合である.
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図 1.1.8: 空間グラフ f(K5) (左図), f(K3,3) (右図)

目/絡み目の同値類のテーブルはよく知られているが, 空間グラフについても, 例えば図
1.1.3, 図1.1.4のグラフ G について, その空間グラフの同値類のテーブルが作成されて
いる [36], [37]. また, 空間グラフの橋指数 [13], [38], [61], ブレイド (組み紐)指数 [54],

[26] も研究されている.

1.2. 空間グラフに現れる独特の現象

§1.1 で述べた通り, 空間グラフの研究の基本的問題は, その同型類の完全分類である.

応用として, 例えば 3次元球面内の閉曲面やハンドル体など, 結び目とは限らない種々
の対象の位置の問題が空間グラフの分類に帰着されるし, また, 分子トポロジーと呼ば
れる高分子化学のトポロジー的研究の基礎付けという側面も持つ. 一方で, 筆者の主観
に依るが, 結び目理論には現れない特有の性質を空間グラフが持つことも研究の大きな
動機となっている. 以下で, そのような性質を2つ紹介しよう.� �
• 非自明な空間グラフで, その結び目成分, 及び絡み目成分が全て自明であるよう
なものが存在する.

• どのように R3 に埋め込んでも, その空間グラフが必ず非自明絡み目や非自明結
び目を含むようなグラフが存在する.� �
まず1つ目の性質について述べる. 例えば図1.2.9の上段の空間グラフは樹下の θ 曲
線と呼ばれ, 非自明な空間グラフの例であるが, 空間真部分グラフはちょうど 3つの結
び目で, 全て自明である. 即ち, 空間グラフの R3 における位置は結び目成分や絡み目



成分に依らない. 一般には次の定理が知られている.

図 1.2.9: 樹下の θ 曲線 (上段)と, その 3つの結び目成分

定理 1.3. ([28], [63]) 次数 1以下の頂点を持たない平面的グラフ G の非自明な空間グ
ラフ f(G) で, G の全ての真部分グラフ G′ において f(G′) が自明であるようなものが
存在する. このとき, 空間グラフ f(G) は極小非自明であるという.5

そのような空間グラフ独特の絡まり方/結ばり方を捉えるには, やはり不変量の研究
が重要であるが, 図式を通して定義される幾何的な不変量の場合と異なり, 結び目/絡
み目の代数的な不変量が空間グラフに直接拡張されることは稀である. それは対象が
1次元閉多様体であることを本質的に用いているからである. そんな中, 空間グラフの
補空間の基本群, 及びそれから導き出される Alexander 不変量は, 結び目/絡み目か
ら空間グラフに直接拡張され, しかも空間グラフ独特の結ばり方/絡まり方を抽出して
くれる, 空間グラフの研究に欠かせない不変量である. §2 において, この空間グラフの
Alexander 不変量について概説する.6

次に 2つ目の性質について述べる. いま, 任意の異なる 2頂点をちょうど 1本の辺で
結んでできるグラフを完全グラフといい, 頂点数 n のものを Kn で表す (図1.2.10参照.

K5 は例 1.2で既に登場したもの). このとき, 特に n = 6, 7 の場合において, 次の有名
な事実が知られている.

定理 1.4. ( 1 ) ([52], [3]) K6 の任意の空間グラフ f(K6) は, 必ず非分離 7な2成分絡み
目を含む.

( 2 ) ([3]) K7 の任意の空間グラフ f(K7) は, 必ず非自明な結び目を含む.

5より一般に, 次数 1以下の頂点を持たないグラフ G の任意の空間グラフ f(G) に対し, f(G) と同型で
ないある空間グラフ g(G) で, G の全ての真部分グラフ G′ において f(G′) と g(G′) は同型であるよ
うなものが無限個存在することが知られている [28].

6その他の空間グラフの強力な不変量としては, 結び目/絡み目の Jones 多項式をもとに定義された山
田多項式 [65] や, またそのある意味での一般化である横田多項式 [67] などが知られていて, それら不
変量のほうが数理物理というテーマに適合すると思われるが, 今回は全く触れない.

7絡み目 L が分離しているとは, R3 のある 3次元球体 B で, L の一部の成分を含み, 残りの成分とは共
通部分を持たないものが存在するときをいい, そのような B が存在しないとき非分離であるという.



図 1.2.10: n頂点完全グラフ Kn (n = 5, 6, 7)
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図 1.2.11: K6, K7 の空間グラフ. 太線部は左が Hopf 絡み目, 右が三葉結び目に同値.

即ち, R3 にどのように埋め込んでも, 「外せない」絡み目を必ず含むグラフや, 「ほ
どけない」結び目を必ず含むグラフが存在する (図 1.2.11). 前者/後者の性質を持つグ
ラフは絡み目内在/結び目内在であるという. 一般に, グラフが十分「大きい」ならば
その任意の空間グラフはある特有の性質を持ち, それをグラフ自体の構造から特徴付け
ようという, いわば空間グラフの内在的性質の研究が, 定理1.4を嚆矢として1980年代
中盤以降, 盛んに行われている.8 定理1.4は, Conway-Gordon の定理と呼ばれる有名
な定理の系として得られ,9 これは一般に空間グラフの各結び目/絡み目成分たちの振る
舞いが独立でなく, 不変量のレベルで互いに干渉し合うことを主張するものである. §3
において, この Conway-Gordon の定理とその周辺の最近の研究について概説する.

2. 空間グラフの Alexander 不変量
2.1. 空間グラフ群

空間グラフ f(G) の R3 における補空間の基本群 G(f(G)) = π1(R3 − f(G)) を, f(G)

の空間グラフ群という. 特に f(G) が結び目/絡み目のときは結び目群と呼ばれ, 素な結
び目を完全に分類するなど [15], 強力な不変量としてよく研究されている. 結び目群の
場合と同様に, 空間グラフ群 G(f(G)) についても, f(G) の図式から有限個の生成元と
関係子からなる群の表示を読みとることができる. まず, f(G) の図式において, 各辺に
適当に向きを入れ, 交差点または頂点を端点とする各弧に矢印 xj を図2.1.1の左図の要
領で割り当てる. これら xj が生成元となる. 幾何学的な意味は図 2.1.1の右図の通り.

8更にその源流は, グラフが平面的であるための必要十分条件が, K5 または K3,3 に同相な部分グラフ
を含まないことであるという, Kuratowski の定理に見出すことができる [33]

9定理 1.4を指して Conway-Gordon の定理といわれることも多い. また K6 に関しては Sachs も独立
に示していて [52], Conway-Gordon-Sachs の定理といわれることもある.



次に各交差点及び頂点に対し, 図2.1.2の要領で, それぞれ xixjx
−1
i x−1

k , xj1xj2 · · ·xjd を
関係子として加える. こうして得られた群表示を G(f(G)) のWirtinger 表示という.

結び目群の場合と同様に, 関係子を任意に 1個除いてよく, また, βq(G) を G の q次元
Betti 数とするとき, G(f(G)) は不足度 (= 生成元数 − 関係子数)が 1− β0(G) + β1(G)

の表示を持つ [29].

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x1

*

図 2.1.1: 空間グラフ群の生成元
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図 2.1.2: 空間グラフ群の関係子

例 2.1. 樹下の θ 曲線 f(G) について, 図2.1.1から Wirtinger 表示を求めると,

G(f(G)) ∼=

⟨
x1, x2, . . . , x9

∣∣∣ x2x8x−1
1 x−1

8 , x9x2x
−1
8 x−1

2 , x5x2x
−1
4 x−1

2 , x3x5x
−1
2 x−1

5

x8x5x
−1
7 x−1

5 , x6x8x
−1
5 x−1

8 , x1x4x7, x3x6x9

⟩
である. 関係子から x3x6x9 を除いて Tietze 変換を施すと,

G(f(G)) ∼=
⟨
x2, x5, x8 | x−1

8 x2x8x
−1
2 x5x2x

−1
5 x8x5

⟩
(1.2.1)

となる.

特に f(G) が結び目/絡み目の場合, 結び目群が自由群であることが自明な結び目/絡
み目を特徴付けるのは良く知られている. 一方, 平面的グラフの空間グラフについては,

次の Scharlemann-Thompson の定理が成り立つ.

定理 2.2. ([53]) 平面的グラフの空間埋め込み f に対し, 空間グラフ f(G) が自明であ
るための必要十分条件は, G の任意の部分グラフ G′ に対し, G(f(G′)) が自由群となる
ことである.

しかし, 一般に空間グラフ群の表示だけを見て, それが自由群でないことを判定する
のは簡単でない. そこで, 更に空間グラフ群の Alexander 不変量を引き出して判定す
ることが行われる.



2.2. Alexander 不変量

群 G 及び環 R に対し, RG で G の R 上の群環を表す. いま, 階数 sの自由群 Fs =

⟨x1, x2, . . . , xs | ∅⟩ に対し, 写像 ∂/∂xj : Fs → ZFs が, 次の性質:

∂xi
∂xj

=

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j)
,

∂(uv)

∂xj
=

∂u

∂xj
+ u

∂v

∂xj
(u, v ∈ Fs)

をみたすものとして一意的に存在する [4]. これを群環の準同型に拡張した写像 ∂/∂xj :

ZFs → ZFsを, xj に関する自由微分という. 有限表示群 G = ⟨x1, x2, . . . , xs | r1, r2, . . . , rt⟩
及びアーベル群 C に対し, φ : Fs → G を標準全射, ψ : G → C を準同型とし, これら
をそれぞれ群環の準同型 φ̃ : ZFs → ZG, ψ̃ : ZG → ZC に拡張しておく. このとき,

ψ̃ ◦ φ̃(∂ri/∂xj) ∈ ZC を (i, j) 成分とする ∞ 行 s列の行列 A(G, ψ̃) を, G の ψ に関す
るAlexander 行列という. 但し第 (t + 1) 行以降の成分は全て 0とし, しばしば省略
する. 一般に可換環 ZC に成分を持つそのような ∞ 行 s列の行列 A において, d ≥ 0

に対し, ZC のイデアル Ed(A) を, s − d > t のとき (0), 0 < s − d ≤ t のとき A の
(s− d) 次小行列式が生成するイデアル, s− d ≤ 0 のとき (1) = ZC で定める. Ed(A)

を A の d番初等イデアルという. そこで G の ψ に関する Alexander 行列 A(G, ψ̃)
の d番初等イデアルを, G の ψ に関する d番 Alexander イデアルという. 一般に
Ed(A(G, ψ̃)) ⊂ Ed+1(A(G, ψ̃)) が成り立ち, Alexander イデアルの列

{
Ed(A(G, ψ̃))

}
d≥0

は G に施す Tietze 変換で不変である. G の表示の不足度 s− t が正ならば

Ed(A(G, ψ̃)) =


(0) (0 ≤ d < s− t)(
A(G, ψ̃) の (s− d) 次小行列式全体

)
(s− t ≤ d < s)

(1) (d ≥ s)

となり, 特に階数 sの自由群 Fs については, 準同型 ψ に依らず

Ed(A(Fs, ψ̃)) =

{
(0) (0 ≤ d < s)

(1) (d ≥ s)
(2.2.2)

である. 従って, 適当な ψ についてd番 Alexander イデアルの列が (2.2.2) と異なれば,

G は自由群でないことがわかり, 更に全ての準同型 ψ : G → C に関する Alexanderイ
デアルの列

{
Ed(A(G, ψ̃))

}
d≥0
の族は, G の同型類の不変量である [29].

そこで, 上で述べたことを空間グラフ群に適用しよう. 空間グラフ群 G(f(G)) の有限
表示 ⟨x1, x2, . . . , xs | r1, r2, . . . , rt⟩ 及びアーベル群 C に対し, 準同型 ψ : G(f(G)) → C

に関する d 番 Alexander イデアルを, 空間グラフ f(G) の d 番 Alexander イデ
アルという. 全ての準同型 ψ : G(f(G)) → C に関する Alexander イデアルの列{
Ed(A(G(f(G)), ψ̃))

}
d≥0
の族は, f(G) の同値類の不変量である. これを空間グラフ

の Alexander 不変量とも呼ぶ. 特に β1(G) = s なる自明な空間グラフ f(G) は, 任意
の準同型 ψ について (2.2.2) を Alexanderイデアルの列の族として持つので, 適当な
ψ, d について Ed(A(G(f(G)), ψ̃)) ̸= (0), (1) なら, G(f(G)) は自由群でなく, 従って定
理2.2から f(G) は自明でない.

空間グラフの Alexander 不変量は, 結び目/絡み目の Alexander 多項式と呼ばれる



有名な不変量の直接の拡張である.10 結び目/絡み目の場合にきれいな多項式不変量が
定まるのには, 結び目群の標準的なアーベル化写像が取れることと, 結び目群が不足度
1の有限表示を持つことが本質的に効いている. 一方, 一般の空間グラフの場合, 空間グ
ラフ群のアーベル化写像の取り方に自由度が増すことと, 空間グラフ群の不足度が1と
は限らないこと (既に述べたように, 一般に 1− β0(G) + β1(G) である)から, より緻密
な設定が必要となる. 例えば, C = ⟨t | ∅⟩ の場合は, 次の命題が成り立つ.

命題 2.3. 任意の準同型 ψ : G(f(G)) → ⟨t | ∅⟩ に対し, f(G) のある 1次元ホモロジー
類 l ∈ H1(f(G);Z) が存在して, 任意のg ∈ G(f(G)) に対し ψ(g) = tlk(α(g),l) となる. こ
こで α は G(f(G)) のアーベル化写像である.

従って, 全ての l ∈ H1(f(G);Z) に対し, 準同型 ψl : G(f(G)) → ⟨t | ∅⟩, g 7→ tlk(α(g),l)

を考えれば, 全ての準同型 ψ : G(f(G)) → ⟨t | ∅⟩ を集めたことになる.

例 2.4. 樹下の θ 曲線 f(G) について, 図 2.2.3のように x1, x2, x3 を取り, また r =

x−1
3 x1x3x

−1
1 x2x1x

−1
2 x3x2 とおけば, f(G)の空間グラフ群 G(f(G))は表示 ⟨x1, x2, x3 | r⟩

を持つ (例 2.1). いま G の各辺を図 2.2.3のように e1, e2, e3 とするとき, l1 = e1 − e3,

l2 = e2 − e3 とおけば, H1(f(G);Z) の任意の元 l は l = c1l1 + c2l2 (c1, c2 ∈ Z) と表さ
れる. このとき準同型 ψ = ψl による各生成元の行き先は

ψ(x1) = tlk(x1,c1l1+c2l2) = tc1lk(x1,l1)+c2lk(x1,l2) = tc1 ,

ψ(x2) = tlk(x2,c1l1+c2l2) = tc1lk(x2,l1)+c2lk(x2,l2) = tc2 ,

ψ(x3) = tlk(x3,c1l1+c2l2) = tc1lk(x3,l1)+c2lk(x3,l2) = t−c1−c2

となる. そこで ψ に関する G(f(G)) の Alexander 行列の各成分を求めると,

ψ̃ ◦ φ̃
( ∂r
∂x1

)
= ψ̃(x−1

3 − x−1
3 x1x3x

−1
1 + x−1

3 x1x3x
−1
1 x2) = tc1+c2 − 1 + tc2 ,

ψ̃ ◦ φ̃
( ∂r
∂x2

)
= ψ̃(x−1

3 x1x3x
−1
1 − x−1

3 x1x3x
−1
1 x2x1x

−1
2 + x−1

2 ) = 1− tc1 + t−c2 ,

ψ̃ ◦ φ̃
( ∂r
∂x3

)
= ψ̃(−x−1

3 − x−1
3 x1 + x−1

2 x−1
3 ) = −tc1+c2 + t2c1+c2 + tc1

であるから,

A(G(f(G)), ψ̃) =
(
tc1+c2 − 1 + tc2 1− tc1 + t−c2 −tc1+c2 + t2c1+c2 + tc1

)
10特に f(G) が結び目/絡み目 L のとき, 準同型 ψ : G(L) → ⟨t | ∅⟩, xj 7→ t に関する 1番 Alexander イ
デアルは必ず Z⟨t | ∅⟩ = Z[t±1] の単項イデアルとなり, その生成元 ∆L(t) を L の Alexander 多項
式という. これは ±tk 倍を無視して L の同値類に関する不変量となる. また, f(G) がm(≥ 2)成分
絡み目 L のとき, 標準的なアーベル化写像

ψ : G(L) → H1(R3 − L) ∼= ⟨t1, t2, . . . , tm | [ti, tj ] (1 ≤ i < j ≤ m)⟩

に関する 1番 Alexander イデアルは, ある多項式 ∆L(t1, t2, . . . , tm) によって

∆L(t1, t2, . . . , tm)(1− t1, 1− t2, . . . , 1− tm)

とかける. この ∆L(t1, t2, . . . , tm) を L の 多変数 Alexander 多項式という. これは ±tk1
1 t

k2
2 · · · tkm

m

倍を無視して L の同値類に関する不変量となる.



となる. そこで特に2番 Alexander イデアルは

E2(A(G(f(G)), ψ̃)) = (tc1+c2 − 1 + tc2 , 1− tc1 + t−c2 , −tc1+c2 + t2c1+c2 + tc1)

= (tc1+c2 − 1 + tc2 , tc2 − tc1+c2 + 1, −tc2 + tc1+c2 + 1)

= (2, 1− tc2 + tc1+c2)

となる. 例えば c1 = c1 = 1 の場合, イデアル (2, 1− t+ t2) は非単項イデアルで (0) で
も (1) でもない. 従って, 樹下の θ 曲線は非自明である.

e1

e2

e3

x1 x2

x3

図 2.2.3: 樹下の θ 曲線と, その空間グラフ群の生成元

例 2.5. 図 2.2.4の左図の空間手錠グラフ f(G) を考えよう. 含まれる 2つの結び目, 及
び1つの2成分絡み目はいずれも自明である. これについて, 図2.2.4のように x, y, z を
取り, また r = zyxzx−1y−1xz−1x−1 とおけば, f(G) の空間グラフ群 G(f(G)) は表示
⟨x, y, z | r⟩を持つ. いま Gの各辺を図2.2.3のように e1, e2, e3 とするとき, H1(f(G);Z)
の任意の元 l は l = c1e1 + c2e2 (c1, c2 ∈ Z) と表され, 準同型 ψ = ψl による各生成元
の行き先は ψ(x) = tc1 , ψ(y) = tc2 , ψ(z) = 1 となる. そこで ψ に関する G(f(G)) の
Alexander 行列は

A(G(f(G)), ψ̃) =
(

0 0 1− tc1 + tc1+c2

)
となり, 特に2番 Alexander イデアルは

E2(A(G(f(G)), ψ̃)) = (1− tc1 + tc1+c2)

となる. 例えば c1 = c1 = 1 の場合, イデアル (1 − t + t2) は単項イデアルで (0) でも
(1) でもない. 従って, この空間手錠グラフ f(G) は非自明である.

2.3. ハンドル体結び目

3次元球面 S3 内のハンドル体をハンドル体結び目という. ハンドル体結び目 H1, H2

が同型であるとは, S3 の向きを保つ自己同相写像 Φ が存在して Φ(H1) = H2 となると
きをいい, また, ハンドル体結び目 H が自明であるとは, その S3 における外部空間が
同じ種数のハンドル体となるときをいう. 例えば図 2.3.5の 2つの種数 2のハンドル体
結び目は, いずれも自明である. 種数 g のハンドル体結び目の同型類は, 1次元 Betti
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図 2.2.4: 空間手錠グラフ f(G), g(G)

数が g の連結なグラフの空間グラフの近傍同値類と1対1に対応する.11 ここで空間グ
ラフ f(G) と g(G′) が近傍同値であるとは, S3 の向きを保つ自己同相写像 Φ が存在し
て, Φ が f(G) の S3 における正則近傍を g(G′) のそれに写すときをいう [56]. 図2.3.5

の2つのハンドル体結び目が同型であることは, 空間グラフ と が互いに

近傍同値であることを意味する (これらは通常の意味では同型でないことに注意せよ).

ハンドル体結び目 H に対し, H の S3 における補空間の基本群を H のハンドル体結
び目群といい, G(H)で表す. G(H)は H を S3 における正則近傍として持つ空間グラフ
f(G)の空間グラフ群と同型で,従ってd番 Alexanderイデアル

{
Ed(A(G(f(G)), ψ̃))

}
d≥0

の族は, H の同型類の不変量である. これを
{
Ed(A(G(H), ψ̃))

}
d≥0
で表す.

図 2.3.5: 種数 2の自明なハンドル体結び目

例 2.6. H0 を種数 2の自明なハンドル体結び目としよう. これは自明な空間グラフ
の近傍同値類に対応し, 既に見たように, その任意の準同型 ψ : G(H0) → ⟨t | ∅⟩

に関するd番初等イデアルは d ≤ 1 のとき (0), d ≥ 2 のとき (1) である. 次に樹下の θ

曲線の正則近傍として得られるハンドル体結び目を H1 とし, 図 2.2.4 の左図の空間手
錠グラフの正則近傍として得られるハンドル体結び目を H2 とする. 例2.4で見たよう
に, H1 は適当な準同型 ψ : G(H1) → ⟨t | ∅⟩ に関して非単項な2番初等イデアルを持つ
ので, ハンドル体結び目として自明でない. 一方, 例 2.5で見たように, H2 は適当な準
同型 ψ : G(H2) → ⟨t | ∅⟩ に関してその 2番初等イデアルは (1) でないので, ハンドル
体結び目として自明でなく, 更に任意の準同型 ψ に関してその 2番初等イデアルは単
項イデアルなので, H1 と H2 はハンドル体結び目として同型でない.

11全ての頂点の次数が 3であるグラフを 3価グラフといい, ハンドル体結び目の同型類と, 空間 3価グラ

フの図式を Reidemeister 変形及び IH 変形 で割った剰余類がやはり 1対 1に対応

することが知られている [23]. この組合せ的再構成を基に, カンドルと呼ばれる代数を用いたハンド
ル体結び目の不変量の研究が活発に成されている. 詳細は [24] を参照.



2.4. ねじれ Alexander 不変量

結び目/絡み目の Alexander 多項式については, 更に結び目群の線型表現を経由して
ねじれ Alexander 多項式が定義される. §2.2 で述べた通常の Alexander 不変量と
同様に, 有限表示群に対し純代数的に定義される和田の方法 [62] を採用することで,

空間グラフ群にも然るべく応用が可能となる. 以下, それについて述べよう. R を
乗法単位元を持つ可換環とし, ρ : G(f(G)) → GL(n;R) を空間グラフ群の表現とす
る. これは群環の準同型 ρ̃ : ZG(f(G)) → Mn(R) に拡張される. このとき, 準同型
ρ̃⊗ ψ̃ : ZG(f(G)) →Mn(RC) を∑

i

migi 7−→
∑
i

miψ(gi)ρ(gi) (mi ∈ Z, gi ∈ G(f(G)))

で定義し, ρ̃と ψ̃ のテンソル積準同型という. このとき, (ρ̃⊗ψ̃)◦φ̃(∂ri/∂xj) ∈Mn(RC)

を (i, j) 成分とする ∞ 行 s列の行列 A(G(f(G)), ρ̃⊗ ψ̃) を, G(f(G)) の ρ, ψ に関する
ねじれ Alexander 行列という. これは ZC に成分を持つn次正方行列を各成分とす
る行列である. 但し第 (t+1) 行以降の成分は全て零行列とし, しばしば省略する. そこ
で A(G(f(G)), ρ̃⊗ ψ̃) を自然に ∞ 行 ns 列の行列とみなし (第 (nt+ 1) 行以降の成分
は全て0), そのd番初等イデアル Ed(A(G(f(G)), ρ̃⊗ ψ̃)) を, G(f(G)) の ρ, ψ に関する
d番ねじれ Alexander イデアルという. 即ち

Ed(A(G(f(G)), ρ̃⊗ ψ̃)) =


(0) (0 ≤ d < ns− nt)(
A(G(f(G)), ρ̃⊗ ψ̃) の
(ns− d) 次小行列式全体

)
(ns− nt ≤ d < ns)

(1) (d ≥ ns)

である. 全ての準同型 ψ : G(f(G)) → C, 及び全ての表現 ρ : G(f(G)) → GL(n;R) に
関するねじれ Alexanderイデアルの列 {Ed(A(G(f(G)), ρ̃⊗ ψ̃))}d≥0 の族は, f(G) の同
値類の不変量である [25].12

例 2.7. 図 2.2.4の右図の空間手錠グラフ g(G) が表すハンドル体結び目 H3 を考えよ
う. 図 2.2.4のように x1, x2, y を取り, また r = x−1

2 x−1
1 x2yx

−1
1 y−1x1x2x

−1
1 yx1y

−1 とお
けば, g(G) のハンドル体結び目群 G(H3) は表示 ⟨x1, x2, y | r⟩ を持つ. このとき, 任
意の準同型 ψ : G(H3) → ⟨t | ∅⟩ に関して, A(G(H3), ψ̃) の d番 Alexander イデアル
E2(A(G(H3), ψ̃)) は, d ≤ 1 のとき (0), d ≥ 2 のとき (1) となり, 自明なハンドル体
結び目 H0 と同じ Alexander イデアルを持つ. 従って, 例 2.6の H1, H2 とは同型でな
い. 一方, 今度は準同型 ψ : G(H3) → ⟨t | t2⟩ を x1, x2, y 7→ t で定義し, また, 表現

12特に f(G) が結び目 K のとき, 準同型 ψ : G(K) → ⟨t | ∅⟩, xj 7→ t 及び表現 ρ : G(L) → GL(n;R) に
対し, 任意の xj について (ρ̃⊗ ψ̃) ◦ φ̃(xj − 1) ̸= 0 となり, A(G(f(G)), ρ̃⊗ ψ̃) の Mn(Z[t±1]) に成分
を持つ行列としての “第 j行”を除いた小行列式を Dj とおくとき,

∆K,ρ(t) =
Dj

(ρ̃⊗ ψ̃) ◦ φ̃(xj − 1)

を K の ρ, ψ に関するねじれ Alexander 多項式という. これは ±tk 倍を無視して K の同値類と
表現 ρ の組 (K, ρ)に関する不変量となる. 結び目のねじれ Alexander 多項式についての詳細は, [62]
及び [30] を参照.



ρ : G(H3) → SL(2;Z2) を

x1 7−→

(
1 0

1 1

)
, x2 7−→

(
0 1

1 0

)
, y 7−→

(
1 1

1 0

)

で定義する. このとき, G(H3) の ρ, ψ に関するねじれ Alexander 行列は

A(G(H3), ρ̃⊗ ψ̃) =

(
(ρ̃⊗ ψ̃) ◦ φ̃

( ∂r
∂x1

)
(ρ̃⊗ ψ̃) ◦ φ̃

( ∂r
∂x2

)
(ρ̃⊗ ψ̃) ◦ φ̃

(∂r
∂y

) )
=

(
t 1 + t 1 t 0 0

t 1 + t t 1 0 0

)

となり, 特に ρ, ψ に関する 4番 ねじれ Alexander イデアル E4(A(G(H3), ρ̃ ⊗ ψ̃)) は
(1 + t) となる. 一方, H0 については, 任意の準同型 ψ : G(H0) → ⟨t | t2⟩ 及び任意の
表現 ρ : G(H3) → SL(2;Z2) に対し, それらに関する4番ねじれ Alexander イデアルは
(1) である [25]. これより, H3 はハンドル体結び目として自明でないことがわかる.

空間グラフの Alexander 不変量は, 1970年代には空間グラフの不変量の主流であっ
たが, 1980年代中盤以降, 目立った研究が現れなかった. しかし空間グラフの近傍同値
分類=ハンドル体結び目の理論が再び研究者の興味を集めるようになったことに伴い,

改めてその有用性が認識されている. 例えば, 結び目 J , K に対し, 関係 J ≥ K を J の
結び目群から K の結び目群への全射準同型が存在するときと定義すると, この関係は
特に素な結び目の同値類全体の集合において半順序となり, (ねじれ) Alexander 多項式
を駆使して11交点以下の素な結び目についてその半順序が決められているが [31], [20],

種数2以上のハンドル体結び目についても同様の研究が開始され [43], そこでは空間グ
ラフの (ねじれ) Alexander 不変量が重要な役割を果たしている.

3. Conway-Gordon の定理
3.1. Conway-Gordon の定理

以下, グラフ G のちょうど k個の頂点を含むサイクルを kサイクルと呼び, kサイク
ル全体の集合を Γk(G) で表す. 特に k が G の頂点数に等しいとき, kサイクルをグラ
フ理論では Hamilton サイクルと呼ぶ. また, G の kサイクルと lサイクルとの非交
和全体の集合を Γk,l(G) で表す. G の空間グラフ f(G) において, G の kサイクル γ

の像 f(γ) をしばしば kサイクル結び目と呼び, 特に γ が Hamilton サイクル のとき,

Hamilton 結び目と呼ぶことにする.

さて, 6頂点完全グラフK6,及び7頂点完全グラフK7の空間グラフについて, Conway-

Gordon は次を示した. 本稿ではこの事実を Conway-Gordon の定理と呼ぶ.

定理 3.1. ([3])

( 1 ) K6 の任意の空間グラフ f(K6) において,
∑

λ∈Γ3,3(K6)
lk(f(λ)) ≡ 1 (mod 2). こ

こで lk は例1.2で述べた絡み数を表す.

( 2 ) K7 の任意の空間グラフ f(K7) において,
∑

γ∈Γ7(K7)
a2(f(γ)) ≡ 1 (mod 2). ここ

で a2 は Conway 多項式の z2 の係数を表す.



ここで有向絡み目 L の Conway 多項式とは, z に関する整係数多項式 ∇L(z) で,

L の Alexander 多項式 ∆L(t) を適当に正規化し, 変数変換 z = t
1
2 − t−

1
2 を施すと得

られるものである. 特に有向結び目 K の Conway 多項式は向きに依らず, また必ず
1 +

∑
i≥1 a2i(K)z2i の形に表され, K が自明なら ∇K(z) = 1 である. 分離絡み目の絡

み数, 自明な結び目の a2 がともに 0 であることから, 定理1.4は定理3.1の系として直
ちに得られる. 即ち, (1)において, f(K6) は lk の値が奇数である非分離な 2成分絡み
目を必ず含み, また (2)において, f(K7) は a2 の値が奇数である非自明な Hamilton 結
び目を必ず含む.

定理3.1のオリジナルの証明は以下のように成された. まず (1) について, K6 の空間
グラフ f(K6) に対し, σ(f) ≡

∑
λ∈Γ3,3(K6)

lk(f(λ)) (mod 2) が辺の間の交差交換で不変
であることがわかる. 具体的には, 交差交換による各絡み目の lkの総和の変化が偶数で
あることが確かめられ, 従って σ(f) は埋め込み f に依らない. 次に具体的に σ(h) = 1

となる埋め込み h を与えることで, σ(f) = σ(h) = 1 が示される (実際, 図1.2.11 の K6

の空間グラフは, 全10個の2成分の絡み目成分のうち唯1つだけ非分離で lk = ±1). 次
に (2) について, K7 の空間グラフ f(K7) に対し, α(f) ≡

∑
γ∈Γ7(K7)

a2(f(γ)) (mod 2)

が辺の間の交差交換で不変であることを, 次の要領で示す: いま, 交差点 及び

を に代えることを交差点の平滑化といい, 特に有向結び目上の交差交換と, その平

滑化として得られる2成分有向絡み目について, 関係式 a2
( )

−a2
( )

= lk
( )

が成り立つ.13 このことから, 交差交換による各結び目の a2 の総和の変化は, その平滑
化により生じる2成分絡み目の絡み数の総和に等しく, 更にそれが偶数であることが確
かめられる. 従って α(f) は埋め込み f に依らず, 次に具体的に α(h) = 1 となる埋め
込み h を与えることで, α(f) = α(h) = 1 が示される (実際, 図 1.2.11 の K7 の空間グ
ラフは, 全360個の Hamilton 結び目のうち唯1つだけ非自明で a2 = 1).

3.2. 結び目内在性/絡み目内在性とグラフマイナー

Conway-Gordon の定理によって, 絡み目内在/結び目内在なグラフが存在することがわ
かった. これらの性質を持つグラフの分類 ·特徴付けが次の問題となるが, そこでは以
下のように, グラフマイナー理論が用いられる.14 いま, グラフ H がグラフ G のマイ
ナーであるとは, H が G から「部分グラフを取る」,「ループでない辺を縮約する」の
2つの操作を有限回施して得られるときをいう. これはグラフ全体の集合における半順
序を定める. P をグラフのある性質とし, 条件「P を持たないグラフの任意のマイナー
も, やはり P を持たない」をみたすとする. 例えばグラフの非平面性や結び目内在性/

絡み目内在性は, いずれもこの条件をみたす. グラフ G において, G 自身は P を持つ
が, G の任意の真マイナーは P を持たないとき, G は P に関してマイナーミニマルで
あるという. グラフマイナー理論から, マイナーミニマルなグラフは高々有限個しかな
く, このとき, P を持つグラフは, P に関してマイナーミニマルなグラフをマイナーに
持つという形で特徴付けられる. 例えば非平面性に関してマイナーミニマルなグラフ

13一般に Conway 多項式は, ∇ (z)−∇ (z) = z∇ (z) をみたす (スケイン関係式). また, 2成分

有向絡み目の Conway 多項式の z の係数は絡み数に等しいことが知られている. 従って a2
( )

−

a2
( )

= lk
( )

が得られる.

14グラフマイナー理論についての詳細については, 例えば [5, §12] を参照.



は, K5, K3,3 の 2つであり, グラフ G が非平面的であるための必要十分条件は, G が
K5 または K3,3 をマイナーに持つことである. そこで, 絡み目内在性/結び目内在性に
関してマイナーミニマルなグラフを全てリストアップすることが目標となる.

u

vw

x

u

vw

Y

Y

G GY

図 3.2.1: △Y 変換, Y△ 変換

絡み目内在/結び目内在グラフの大量生産によく用いられるのが, 図 3.2.1に示した,

グラフの △Y 変換である. これは 3サイクル [uvw] の 3辺を除き, 代わりに頂点 x 及
び辺 xu, xv, xw を加えるもので, この逆操作を Y△ 変換という. 特に絡み目内在/結
び目内在グラフ G△ から △Y 変換でグラフ GY が得られるとき, GY も絡み目内在/結
び目内在であり, 更に GY がそれら性質に関してマイナーミニマルならば, G△ もそれ
ら性質に関してマイナーミニマルである [48]. このことを踏まえると, 例えば K6 から
有限回の △Y 変換, Y△ 変換で得られる図 3.2.2の 7つのグラフが, 全て絡み目内在に
関してマイナーミニマルであることを確かめるのは, そう難しいことではない. これら
7つのグラフの集合は, Petersen グラフを含んでいることから (下段の右端), Petersen

族とも呼ばれる. この事実は 1980年代中盤には既に知られていたが [52], これら 7個
で全てであることを Robertson-Seymour-Thomas が 1995年に示した. 証明には, 2編
の「準備の論文」を含む全3編の論文を要し, 費やされた紙数はちょうど100頁に及ぶ.

従って, 絡み目内在性については, 次が成り立つ.

定理 3.2. ([50]) グラフ G が絡み目内在であるための必要十分条件は, G が Petersen

族のいずれかのグラフをマイナーに持つことである.

図 3.2.2: Petersen 族. 各矢印は △Y 変換を表す.



一方, 結び目内在性に関しては様相が異なる. まず, Y△ 変換は定理 3.2の帰結とし
て絡み目内在性を保存するが, 結び目内在性を一般に保存しない. 実際, 例えば K7 か
ら有限回の △Y 変換, Y△ 変換で20個のグラフが得られ (Heawood グラフと呼ばれる
グラフを含んでいることから, Heawood 族とも呼ばれる), そのうち △Y 変換のみで
得られる 14個は結び目内在かつマイナーミニマルだが [32], Y△ 変換も必要とする残
り 6個については結び目内在でない [7]. また, K7 から △Y 変換, Y△ 変換では得ら
れないマイナーミニマルな結び目内在グラフも存在し, 2000年代に27個発見され [10],

[11], 更に2010年代に入り, 計算機探索によって新たに223個が大量に発見された [14],

[6, §2]. 以上により, マイナーミニマルな結び目内在グラフは 2019年 8月の時点で 264

個が知られていて, 完全決定への道筋はついていないのが現状である.

絡み目内在性/結び目内在性の亜種もいろいろと研究されている. 絡み目内在性は,

m ≥ 3として自然にm成分絡み目内在性に一般化される [8], [9]. また,前述の Heawood

族のグラフで △Y 変換のみでは得られない 6個は結び目内在でも 3成分絡み目内在で
もないが, その空間グラフは非自明結び目か「どの2成分部分絡み目も非分離であるよ
うな3成分絡み目」のいずれかを必ず含むことが知られている [16]. このように空間グ
ラフの内在性は実は多種多様で, まだ多くの謎に包まれている. 一方, これらを包括し
た概念として, グラフ G が非自明内在であるとは, その任意の空間グラフ f(G) に対
し, G のある平面的な部分グラフ H が存在して, f(H) は非自明であるときをいう (平
面的グラフ H の位相型は問わない). 非自明内在なグラフは必ず絡み目内在であるこ
とが知られており [41], この意味で絡み目内在性は普遍性を持っている.15

3.3. Conway-Gordon の定理の精密化と一般化

次に, 定理3.1を, 空間グラフ内の結び目 ·絡み目を代数的不変量で縛るという立場から
拡張することを考えよう. 方向としては, 頂点数 nの完全グラフ Kn への一般化, 2を法
とする合同式の更なる精密化,の2つが考えられる. まず, K6 に関する Conway-Gordon

の定理の直接の精密化について述べる.

定理 3.3. ([42]) K6 の任意の空間埋め込み f において,

2
∑

γ∈Γ6(K6)

a2(f(γ))− 2
∑

γ∈Γ5(K6)

a2(f(γ)) =
∑

λ∈Γ3,3(K6)

lk(f(λ))2 − 1. (3.3.1)

(3.3.1) の両辺の mod 2 を取ると定理 3.1 (1)が得られる. 即ち, 定理 3.3は, K6 に関
する Conway-Gordon の定理を mod 0 に持ち上げて精密化したものである.

定理3.3の証明の鍵となるのは, K5, K3 の空間グラフについて成り立つ次の事実であ
る. いま, G = K5, K3,3 の空間埋め込み f に対し, G のサイクルの集合 Γ′ を G = K5

のとき Γ′ = Γ5(K5), G = K3,3 のとき Γ′ = Γ6(K3,3) として,

α(f) =
∑
γ∈Γ′

a2(f(γ))−
∑

γ∈Γ4(G)

a2(f(γ)) (3.3.2)

を f の α 不変量という [58]. このとき, 例1.2で述べた Simon 不変量と α 不変量との
間に, 次の関係式が成り立つ.

15例えば結び目内在グラフや, m(≥ 3)成分絡み目内在グラフは全て絡み目内在である.



定理 3.4. ([44] (本質的には [39])) K5 または K3,3 の空間埋め込み f において,

α(f) =
L(f)2 − 1

8
. (3.3.3)

Simon 不変量 L(f) は奇数値で, (3.3.3) の左辺は非負整数 0, 1, 3, 6, 10, . . . しか取ら
ない. このことから, K5 及び K3,3 は結び目内在でも絡み目内在でもないけれども, そ
の空間グラフの結び目成分たちは互いに独立でないことがわかる.16

定理 3.4の証明は以下のように成される. いま, グラフ G の 2つの空間埋め込み f ,

g がホモロガスであるとは, f(G) と g(G) がアンビエント ·イソトピーとデルタ変形
で移りあうときをいう.17 2成分有向絡み目の絡み数や, K5 及び K3 の

空間埋め込みの Simon 不変量 及び α 不変量はホモロジー不変量である [39]. そこ
で f を G = K5, K3,3 の空間埋め込みとするとき, ある整数 m が存在して, f は図
3.3.3の空間埋め込み hm にホモロガスである [59]. ここで整数 k に対し, ボックス

k は, k ≥ 0 のとき k回の半捻り を表し, k < 0 のとき −k 回の半
捻り を表す. このとき, f の Simon 不変量は

L(f) = L(hm) = 2m+ 1 (3.3.4)

である. 一方, hm(K5) が含む非自明 (かもしれない) 結び目は, 4 サイクル結び目
hm([1243]), 5サイクル結び目 hm([12543]), hm([12435]) でいずれも (2, 2m + 1)-トー
ラス結び目 (図 3.3.3の右図)であり, hm(K3,3) が含む非自明 (かもしれない)結び目
は Hamilton 結び目 hm([125463]) のみで, これも (2, 2m + 1)-トーラス結び目である.

(2, 2m+ 1)-トーラス結び目の a2 の値は m(m+ 1)/2 であることに注意して, K5, K3,3

いずれの場合も

α(f) = α(hm) =
m(m+ 1)

2
(3.3.5)

となることがわかる. そこで (3.3.4), (3.3.5)から

α(f) =
1

2

(L(f)− 1

2

)(L(f)− 1

2
+ 1
)
=

L(f)2 − 1

8

が得られる.

定理3.4の証明の肝は, 空間グラフのホモロジー不変量を結び目成分の a2 を用いて構
成し, そこにホモロジー完全分類を適用して一般的な関係式を得るところである. 任意
の nについて Kn の空間グラフの全てのホモロジー類が明示的にわかっていることから
[55], [40], このアイディアを K6 の空間グラフに適用する. f を K6 の空間埋め込みとす
るとき, ある整数 mi, ni (i = 1, 2, . . . , 5) が存在して, f は図3.3.4の空間埋め込み h に
ホモロガスである. K6 は ちょうど6個の K5 に同型な部分グラフ Gi (i = 1, 2, . . . , 6),

ちょうど10個の K3,3 に同型な部分グラフ Hj (j = 1, 2, . . . , 10) を含み,

10∑
j=1

L(h|Hj
)2 −

6∑
i=1

L(h|Gi
)2 = 4

∑
λ∈Γ3,3(K6)

lk(h(λ))2 (3.3.6)

16一般に, 空間グラフの結び目成分が互いに独立かどうかを調べる問題を, 結び目に関する順応性の問
題という. 詳細は [60] を参照.

17はじめは絡み目のリンクホモロジーの空間グラフへの拡張として 4次元的に定義され [57], 後にここ
で述べた定義と同値になることが示された [39].
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図 3.3.3: hm(K5), hm(K3,3), (2, 2m+ 1)-トーラス結び目

が成り立つことが直接の計算で示される. 任意の部分グラフ H に対し f |H と h|H も
ホモロガスなので, (3.3.6) は f についても成り立つ. 即ち

10∑
j=1

L(f |Hj
)2 −

6∑
i=1

L(f |Gi
)2 = 4

∑
λ∈Γ3,3(K6)

lk(f(λ))2 (3.3.7)

となる. そこで各 L(f |Hi
)2, L(f |Gj

)2 に (3.3.3) を適用し整理すると, (3.3.7) から

∑
λ∈Γ3,3(K6)

lk(f(λ))2 =
1

4

10∑
j=1

(
8α(f |Hj

) + 1
)
− 1

4

6∑
i=1

(
8α(f |Gi

) + 1
)

= 2
( 10∑

j=1

α(f |Hj
)−

6∑
i=1

α(f |Gi
)
)
+ 1

= 2
10∑
j=1

( ∑
γ∈Γ6(Hj)

a2(f(γ))−
∑

γ∈Γ4(Hj)

a2(f(γ))
)

−2
6∑

i=1

( ∑
γ∈Γ5(Gi)

a2(f(γ))−
∑

γ∈Γ4(Gi)

a2(f(γ))
)
+ 1

= 2
( ∑

γ∈Γ6(K6)

a2(f(γ))− 2
∑

γ∈Γ4(K6)

a2(f(γ))
)

−2
( ∑

γ∈Γ5(K6)

a2(f(γ))− 2
∑

γ∈Γ4(K6)

a2(f(γ))
)
+ 1

= 2
∑

γ∈Γ6(K6)

a2(f(γ))− 2
∑

γ∈Γ5(K6)

a2(f(γ)) + 1

となり, 定理3.3が得られる.

更に最近, 定理 3.3は mod 0 のままで頂点数 n ≥ 6 の場合に以下のように一般化さ
れることが示された.

定理 3.5. ([35]) n ≥ 6 のとき, Kn の任意の空間埋め込み f において,

∑
γ∈Γn(Kn)

a2(f(γ))− (n− 5)!
∑

γ∈Γ5(Kn)

a2(f(γ)) =
(n− 5)!

2

 ∑
λ∈Γ3,3(Kn)

lk(f(λ))2 −
(
n− 1

5

) .
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図 3.3.4: K6 の空間グラフ h(K6)

即ち, f(Kn) が含む Hamilton 結び目の a2 の総和は, いかなる n ≥ 6 についても, 5

サイクル結び目の a2 の総和と, 2つの3サイクルの非交和がなす絡み目 (以下では (3, 3)

絡み目と略す)の lk2 の総和のみで明示的に表される. これにより, f(Kn) の Hamilton

結び目の振る舞いがいろいろとわかるようになった. まず定理3.1 (1)により, f(Kn) の
(3, 3) 絡み目の lk2 の総和は, Kn の K6 に同型な部分グラフの個数

(
n
6

)
以上であるこ

とに注意して, 定理3.5から以下の系が得られる.

系 3.6. n ≥ 6 のとき, Kn の任意の空間埋め込み f において,∑
γ∈Γn(Kn)

a2(f(γ))− (n− 5)!
∑

γ∈Γ5(Kn)

a2(f(γ)) ≥
(n− 5)(n− 6)(n− 1)!

2 · 6!
.

注意 3.7. Kn の空間埋め込み gで, g(Kn) が含む全ての非分離 (3, 3) 絡み目はちょう
ど
(
n
6

)
個の Hopf 絡み目であるものが存在する [47] . 従って系 3.6の下界は最良であ

る. 更に g(Kn) の全ての5サイクル結び目は自明なので, 特に∑
γ∈Γn(Kn)

a2 (g(γ)) =
(n− 5)!

2

((
n

6

)
−
(
n− 1

5

))
=

(n− 5)(n− 6)(n− 1)!

2 · 6!
(3.3.8)

が得られる. (n− 1)!/2 個の Hamilton 結び目たちの結び目型の内訳を知らずとも, そ
れらの a2 の総和がわかったことに注目しよう.

例 3.8. 定理 3.5の応用が最も直接的に見出せる空間グラフのクラスとして, 線形空間
グラフがある. これは各辺が R3 の (まっすぐな)線分であるような空間グラフのこと
で, 分子トポロジーにおいて分子化合物の数学的モデルとして自然に現れる対象である
(例えば [1, §7] を参照). 特に Kn は線形空間グラフを持つ. 実際, 各頂点を R3 内の曲
線 (t, t2, t3) 上に置き, 異なるどの2頂点も1本の線分で結べばよい (図3.3.5). 非自明結
び目を折れ線で表現するとき少なくとも 6本の線分が必要であることから, Kn の線形



空間グラフの5サイクル結び目は全て自明である. 従って, 線形空間グラフ f(Kn) に対
しては, 系3.6から ∑

γ∈Γn(Kn)

a2(f(γ)) ≥
(n− 5)(n− 6)(n− 1)!

2 · 6!
(3.3.9)

が成り立つ. 一方, K6 の任意の線形空間グラフが含む Hopf 絡み目の個数は1個または
3個であることが知られていて [21], [22], [42], これより f(Kn) の (3, 3) 絡み目の lk2

の総和は 3
(
n
6

)
以下となる. 従って定理3.5から∑

γ∈Γn(Kn)

a2(f(γ)) ≤
(n− 5)!

2

(
3

(
n

6

)
−
(
n− 1

5

))
=

3(n− 2)(n− 5)(n− 1)!

2 · 6!
(3.3.10)

もわかる. このように, 線形空間グラフの Hamilton 結び目の振る舞いにかかる強い制
限が, 定理3.5の応用で抽出できた.18
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図 3.3.5: Kn の線形空間グラフの例 (n = 6, 7)

次に, n ≥ 7 のとき, Kn の空間グラフ f(Kn), g(Kn) において, それぞれの Hamilton

結び目の a2 の総和の差の mod (n− 5)! を取ると, 定理3.5から∑
γ∈Γn(Kn)

a2(f(γ))−
∑

γ∈Γn(Kn)

a2(g(γ))

≡ (n− 5)!

2

( ∑
λ∈Γ3,3(Kn)

lk(f(λ))2 −
∑

λ∈Γ3,3(Kn)

lk(g(λ))2
)

(mod (n− 5)!) (3.3.11)

となるが, f(Kn), g(Kn)の (3, 3)絡み目の lk2 の総和は, 定理3.1 (1)からいずれも mod

2 で
(
n
6

)
に合同なので, その差は偶数である. 従って (3.3.11) から∑

γ∈Γn(Kn)

a2(f(γ)) ≡
∑

γ∈Γn(Kn)

a2(g(γ)) (mod (n− 5)!) (3.3.12)

18更に以下の応用もある: K6の線形空間グラフ f(K6)について, (3.3.10)から
∑

γ∈Γ6(K6)
a2(f(γ)) = 0, 1

となる. 6本の線分からなる非自明結び目は三葉結び目に限ることと a2(三葉結び目) = 1 から, f(K6)
が含む非自明結び目は三葉結び目が 0個か 1個である. また K7 の線形空間グラフ f(K7) について,
(3.3.9) から

∑
γ∈Γ7(K7)

a2(f(γ)) ≥ 1 となる. 7本の線分からなる非自明結び目は三葉結び目と 8の
字結び目に限ることと a2(8の字結び目) = −1 から, f(K7) は必ず三葉結び目を含む. これらは [22],
[2], [49] において組合せ的手法により示されていた事実の位相的別証明である.



となる. 即ち, f(Kn) の Hamilton 結び目の a2 の総和は mod (n− 5)! で埋め込み f に
依らない. そこで g として注意3.7の空間埋め込み g を選べば, (3.3.8) と (3.3.12) から∑

γ∈Γn(Kn)

a2(f(γ)) ≡
(n− 5)!

2

((
n

6

)
−
(
n− 1

5

))
(mod (n− 5)!) (3.3.13)

が任意の空間埋め込み f について成り立つ.
(
n
6

)
≡ 1 (mod 2) と n ≡ 6, 7 (mod 8),(

n−1
5

)
≡ 1 (mod 2) と n ≡ 0, 6 (mod 8) がそれぞれ同値であることに注意して, 以下の

系が得られる.

系 3.9. n ≥ 7 のとき, Kn の任意の空間埋め込み f において, 次の mod (n− 5)! の合
同式が成り立つ:

∑
γ∈Γn(Kn)

a2 (f(γ)) ≡


−(n− 5)!

2

(
n− 1

5

)
(n ≡ 0 (mod 8))

0 (n ̸≡ 0, 7 (mod 8))
(n− 5)!

2

(
n

6

)
(n ≡ 7 (mod 8)).

例えば n = 7 のときは
∑

γ∈Γ7(K7)
a2(f(γ)) ≡ 7 ≡ 1 (mod 2) となり, これは K7 に関

する Conway-Gordonの定理そのものである. 一方, n = 8のときは
∑

γ∈Γ8(K8)
a2(f(γ)) ≡

3 (mod 6) が [12], [19], また n ≥ 9 のときは
∑

γ∈Γn(Kn)
a2 (f(γ)) ≡ 0 (mod 2) が知ら

れていたが [19], これらは全て系3.9に含まれる.

完全グラフではないグラフの「Conway-Gordon 型公式」についてもいろいろ研究さ
れている [17], [18], [46]. §3.2 において絡み目内在性/結び目内在性が △Y 変換で保存
されることを述べたが, グラフ GY が G△ から △Y 変換で得られるとき, G△ の空間
グラフの「Conway-Gordon 型公式」から GY の空間グラフの同公式を見出す組織的方
法が与えられている [45]. 従って定理 3.5により, Kn から △Y 変換の有限列で得られ
る全てのグラフについて, Conway-Gordon 型公式が得られることになる.
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