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1. 空間n手錠グラフ

定義 1.1. 有限グラフGの S3への埋め込みを, Gの空間埋め込みまたは単に空間グラフ

と呼ぶ. 平面的グラフGに対し, その空間埋め込みが自明であるとは, S3内で平面グラ

フにアンビエント ·アイソトピックであるときをいう.

定義 1.2. 図 1.1のグラフHnを n手錠グラフと呼び, その空間埋め込み f : Hn → S3 を

空間 n手錠グラフと呼ぶ (ことにする). 特に n = 2の場合は, e1 ∪ e2を eと書き, 空間

2手錠グラフを単に空間手錠グラフと呼ぶ. Hnの各サイクル γ1, γ2, . . . , γnは向き付けら

れているとし, 空間 n手錠グラフ f に対し, 各 k成分有向絡み目 f(γi1 ∪ γi2 ∪ · · · ∪ γik)

(1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, 1 ≤ k ≤ n)を f の絡み目成分と呼ぶ. 特に各有向結び目

f(γi) (i = 1, 2, . . . , n)を f の結び目成分と呼ぶ.
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図 1.1. n手錠グラフ Hn

空間 n手錠グラフの結び目成分や絡み目成分は, 最も自然な不変量であるが, 完全不変

量ではない. 実際に図 1.1の空間手錠グラフ及び空間 3手錠グラフは, 全ての結び目成分

及び絡み目成分が自明であるが, それ自身は非自明であることが知られている. このよう
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な空間グラフの極小非自明性1 の判定は, 重要な研究課題であり, 多種多様なアプローチ

が成されているが, ここでは, 特に空間手錠グラフ及び空間 3手錠グラフにおいて, 極小

非自明性の判定に有効な不変量を, 結び目成分を用いて構成することを考える.

図 1.2. 極小非自明な空間手錠グラフ, 空間 3手錠グラフ

2. 結び目成分のバンド和を用いた不変量

定義 2.1. n成分有向順序絡み目 L = J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jnに対し, 図 2.1のような, S3内の

向き付けられた円板Dを用意する. Dは 2n角形で, 1辺おきに x1, x2, . . . , xnというラベ

ルがこの順序で貼られており, かつこれらにはDから誘導される向きが入っている. い

ま, この円板Dを, x1, x2, . . . , xnで J1, J2, . . . , Jnに, 互いの向きが逆調するように, かつ

D ∩L = x1 ∪ x2 ∪ · · · ∪ xnとなるように貼り付けて, 結び目K12···n
D = L∪ ∂D −∪n

i=1intxi

を得る. これを LのD和と呼ぶ. LのD和の取り方は無数にあることに注意する.
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図 2.1.

定義 2.2. 空間 n手錠グラフ f に対し, 絡み目成分 f(γ1 ∪ γ2 ∪ · · · ∪ γn)を Lf と書く. こ

のとき, Lf の f(e1 ∪ e2 ∪ · · · ∪ en)に沿ったD和をK12···n
D (f)と書き, これを f に関する

Lf のD和と呼ぶ.

1 一般に, 平面的グラフの空間埋め込みは, 全ての空間真部分グラフが自明であるとき概自明であるといい, 更にそれ自身は非自明
であるなら極小非自明であるという.
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(1) 空間手錠グラフ f に対し,

n12(f, D) = a2(K
12
D (f)) − a2(f(γ1)) − a2(f(γ2))

とおく. ここで結び目 J に対し, a2(J)は J のConway多項式∇J(z)の z2の係数を表す.

n12(f, D) を lk(Lf )を法として約分したものを n̄12(f)と定義する.

(2) 空間 3手錠グラフ f に対し, f に関する Lf のD和K123
D (f) を考える. このDを用い

て, f(γ3), f(γ1)及び f(γ2)をそれぞれ “忘れる”ことにより, f(γ1)∪ f(γ2), f(γ2)∪ f(γ3),

及び f(γ1) ∪ f(γ3)のD和K12
D (f), K23

D (f)そしてK13
D (f)をそれぞれ得る. このとき,

n123(f, D) = −v3(K
123
D (f)) +

∑

1≤i<j≤3

v3(K
ij
D(f)) −

3∑

i=1

v3(f(γi))

とおく. ここで結び目 J に対し, v3(J) = (1/36)V (3)(1)であり, V
(3)
J (1)は J の Jones多

項式 VJ(t)の 1における 3階微分係数を表す. 更に, n123(f, D)をLf のMilnorによる 3重

絡み数 µ̄123(Lf )を法として約分したものを n̄123(f)と定義する. ここで µ̄123(Lf)は, 各 2

成分部分絡み目の絡み数の最大公約数を法として定義されていることに注意する.

定理 2.3. (1) n̄12(f)は空間手錠グラフ f の不変量である.

(2) n̄123(f)は空間 3手錠グラフ f の不変量である.

定義から, 例えば空間手錠グラフ f に対し, Lf がHopf絡み目だったり, あるいは空間

3手錠グラフ f に対し, Lf がBorromean環だったりすると, これらの不変量は全く役に

立たない. しかし Lf が絡み目ホモトピーの下で自明であれば, これらの不変量は整数値

として定まり, 有用な不変量となる.

例 2.4. (1) 図 1.2の空間手錠グラフ f に対し, n̄12(f) = 2である. 従って f は非自明であ

る.

(2) 図 1.2の空間手錠グラフ f に対し, n̄123(f) = 1である. 従って f は非自明である.

3. 空間グラフの∆辺ホモトピーへの応用

定義 3.1. 空間グラフ上の図 3.1の局所変形を∆変形といい, 特に 3本の弧が同じ辺に属

しているとき, 自己∆変形と呼ぶ. グラフGの 2つの空間埋め込み f と gが∆辺ホモト

ピック [3]であるとは, f と gが自己∆変形とアンビエント ·アイソトピーで移りあうと

きをいう. 特にGが S1の非交和と同相の場合, これは有向順序絡み目の自己∆同値 [8]

と一致する.

有向順序絡み目の自己∆同値において, 渋谷は以下の予想を挙げた.

予想 3.2. (1) ([8]) 互いにコボルダントな 2つの絡み目は, 自己∆同値であろう.

(2) ([9]) 境界絡み目は, 自己∆同値の下で自明であろう.
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図 3.1.

予想 3.2 (1)に対し, 渋谷は同時に, 部分的解答として, リボン絡み目は自己∆同値の下

で自明であることを示したが [8], 後に渋谷-中西により, Hopf絡み目にコボルダントだが,

自己∆同値ではない 2成分絡み目の存在が示され [1], 予想 3.2 (1)は否定的に解決され

た. 更に最近, 渋谷-中西-安原により, Borromean環にコボルダントだが, 自己∆同値で

はない 3成分絡み目の存在も示されている [2]. また, 予想 3.2 (2)に対しては, 渋谷は同

時に, 2成分境界絡み目は自己∆同値の下で自明であることを示したが [9], 最近, 渋谷-安

原により, 任意の成分の境界絡み目について肯定的に解決された [10].

コボルディズムの概念は, 谷山により自然に空間グラフに拡張され [11], 特に平面的グ

ラフに対し, 自明な埋め込みにコボルダントな空間埋め込みをスライスであるという. ま

た, 境界絡み目の概念も, 筆者-新庄により, 以下のように空間グラフに拡張されている [7].

いま, グラフGの全てのサイクルを γ1, γ2, . . . , γnとおくとき, Gの空間埋め込み f が G

の境界空間埋め込みまたは境界空間グラフであるとは, S3内の向き付けられたコンパク

ト曲面 S1, S2, . . . , Snが存在して, (1) f(G) ∩ Si = f(G) ∩ ∂Si = f(γi) (i = 1, 2, . . . , n),

(2) 相異なる i, jに対し, intSi ∩ intSj = ∅ を満たすときをいう. そこで以下の問題を考え

ることは自然である.

問題 3.3. (1) スライス空間グラフは∆辺ホモトピーの下で自明であるか?

(2) 境界空間グラフは∆辺ホモトピーの下で自明であるか? 2

特に空間 θ曲線の場合は, 筆者により, 互いにコボルダントな 2つの空間 θ曲線は∆辺

ホモトピックであり, また境界空間 θ曲線は∆辺ホモトピーの下で自明であることが示

されている [4]. しかし, 一般には問題 3.3はどちらも否定的に解決される.

定理 3.4. (1) ∆辺ホモトピーの下で非自明なスライス空間グラフが存在する.

(2) ∆辺ホモトピーの下で非自明な境界空間グラフが存在する.

ここで用いるのが, 第 1, 2節で説明した空間 n手錠グラフの不変量である. スライス空

間 n手錠グラフや境界空間n手錠グラフの絡み目成分は, 絡み目ホモトピーで自明である

為, 我々の不変量がうまく機能する. 特に, ∆辺ホモトピーの下で非自明なスライス空間

手錠グラフ, 及び∆辺ホモトピーの下で非自明な境界空間手錠グラフが, それぞれ無限個

存在することが示される.

2 非平面的グラフは境界空間埋め込みを持たないことが知られている [7].
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注意 3.5. (1) 問題 3.3 (1)の特別な場合である, スライス絡み目は自己∆同値の下で自

明であるか?という問題については, 未だ未解決である.

(2) ∆変形の代わりに#変形を用いることで, 同様に空間グラフの#辺ホモトピー [5]が

定義される. この場合は, 筆者により, グラフGの互いにコボルダントな 2つの空間埋め

込みは#辺ホモトピックであり [5], また, 筆者-新庄により, 境界空間グラフは#辺ホモ

トピーの下で自明であることが示されている [7].

図 3.2.
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4. 追記

( 1 ) 本予稿は, 2005年 1月に書かれた. 同年 4月に筆者は金沢大学に異動したため, 現在,

プレプリント [6]の PDFファイルは, 以下のURLに置いてある.

http://www.ed.kanazawa-u.ac.jp/~nick/handcuff_inv.pdf

( 2 ) 最近, 論文 [10]に若干のギャップが見つかったことを, 渋谷 哲夫氏に教えて頂いた.

なので, 任意の成分の境界絡み目が自己∆ 同値の下で自明かどうかは, まだ未解決で

ある.

(2005年 5月 17日)
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